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It is our great pleasure to put forth the second edition of our book “Fundamental

Approach to Discrete Mathematics”. This edition is an outcome of the numerous feedback

received from students and teachers who had welcomed the first edition. The major

change in the second edition of this book is the addition of a new chapter on Generating

Function and Recurrence Relation, Combinatorics, and Fuzzy Set Theory.  These chapters

have been introduced because we think these areas are very interesting and application

oriented. The typographical errors and omissions, which were there in the first edition, are

taken care of in this edition.

We continued our effort to keep the book student-friendly. By a problem solving

approach, we mean that students learn the material through problem-type illustrative

examples that provide the motivation behind the concepts and its relation to the theorems

and definitions. At the same time, students must discover a solution for the non-trivial

aspect of the solution. In such an approach, homework exercises contribute to a major part

of the learning process. We have kept the same approach for the newly introduced

chapters. We trust and hope that the new edition of the book will help to further

illustrate the relevance of the discrete mathematics.

While writing we have referred to several books and journals, we take this opportunity

to thank all those authors and publishers. Besides those thanked in the preface of the first

edition, we are also thankful to S. Dehuri, B.D. Sahoo and A. Mitra for their constant

motivation and contributions in this edition. We are extremely thankful to the editorial

and production team of New Age International (P) Ltd. for encouraging us for the second

edition and extending their cooperation and help in timely completion of this book.

Constructive criticism and suggestions for further improvement of the book is warmly

welcomed. Feel free to mail us in dpacharjya@gmail.com; dpacharjya@vit.ac.in;

sreekumar42003@yahoo.com

D.P. Acharjya

Sreekumar

Preface to the Second Edition



This page
intentionally left

blank



Preface to the First Edition

Discrete Mathematics, the study of finite systems, remains at the heart of any

contemporary study of computer science, which is a need of every student to attain

mathematical maturity and ability to deal with abstraction, algorithms and graphs. Our

intention in writing this book is to offer fundamental concepts and methods of discrete

mathematics in a precise and clear manner. The objective of writing this book is to

provide the students of computer science and information technology the fundamental

mathematical basis required to achieve indepth knowledge in the field of computer science.

It will also help the students, who have interest in mathematics, to keep insight into

mathematical techniques and their importance in real life applications.

This book is intended for one semester introductory course in discrete mathematics.

The book is also useful for the students of BE (Computer Science/IT), B.Tech. (Computer

Science/IT), MCA and M.Sc. (Computer Science). The material in this book includes

fundamental concepts, figures, tables, exercises and solved examples to guide the reader

in mastering introductory discrete mathematics.

A discrete mathematics course has many objectives that students should learn the

essentials of mathematics and how to think mathematically. To achieve these objectives,

we emphasized on mathematical reasoning and problem solving techniques in this book.

Each chapter begins with a clear statement of definitions, principles and theorems with

illustrative and other descriptive materials. This is followed by sets of solved examples

and exercises. The solved examples help to illustrate and amplify the material. This has

been done to make the book more flexible and to stimulate further interest in topics.

Once basic mathematical concepts have been developed then more complex material and

applications are presented.

The mathematical topics to be discussed are mathematical logic, set theory, binary

relation, function, algebraic structure such as group theory and ring theory, boolean

algebra, graph theory and introduction to lattices. Although many excellent books exist in

this area, we introduce this topic still keeping in mind that the reader will use them in

practical applications related to computer science and information technology. It is hoped

that the theoretical concepts present in this book will permit a student to understand

most of the fundamental concepts. The text is designed that the students who do not have

a strong background in discrete mathematics will find it is very useful to begin with and



the students with an exposure to discrete mathematics will also find the book very useful

as some of exercises given are thought provoking and help them for application building.

We have the unique opportunity to express our deepest sense of gratitude to Prof.

S. Nanda, NIT, Rourkela; Prof. B.K. Tripathy, Berhampur University, Prof. G.N. Patel,

Sambalpur University and Dr. Md. N. Khan, IGIT, Sarang for their effective guidance,

sincere advise and valuable suggestions during the project work and thereby inspired us

to take up an interesting and challenging project like this. We acknowledge to Prof.

Sourya Pattnaik, Director, Rourkela Institute of Management Studies (RIMS), Rourkela

who motivated and guided us in this project. We would like to acknowledge the

contribution of many people, who have helped to bring this project successful.

In certainty, no technical book can be claimed as the product of its authors alone. We

are pleased to acknowledge here the contributions of several colleagues who have had a

major influence in this book and the course from which it arose. We shall be grateful to

the readers for pointing out errors and omissions that, in spite of all care, might have

crept in. We shall be delighted if this book is accepted and appreciated by the scholars of

today.

   You can e-mail your comments to debi_69@rediffmail.com; debi_rims@yahoo.co.in

or sreekumar42003@yahoo.com .

At last but not the least we express our heartfelt thanks to M/s New Age International

(P) Ltd, Publishers, New Delhi, for the cooperation and publication with high accuracy.

D.P. Acharjya
Sreekumar
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and   P(2) ∫ 1+ 2 = 3 = 
2 2 1

2
Hb g

So, P(1) and P(2) are true.
Assume that P(k) is true. So,

1 + 2 + 3 + º + k = 
k kH1

2
b g

 So, P(k + 1) ∫ 1 + 2 + 3 + º + k + (k + 1)

= 
k kH1

2
b g

 + (k + 1) [∵ P(k) is true.]

=  
k

k
HF
HG
I
KJ H

1
2

2b g  = 
k kH H1 2

2
b g b g

which shows that P(k + 1) is also true. Hence, P(n) is true for all n.

 SOLVED EXAMPLES 

Example 1 Find the negation of P Æ Q.
Solution:   P Æ Q is equivalently written as (ÿ P ⁄ Q)

So, negation of P Æ Q ∫ ÿ (ÿ P ⁄ Q)
∫ ÿ (ÿ P) Ÿ (ÿ Q), (By de Morgan’s Law)
∫ P Ÿ (ÿ Q)

Hence the negation of P Æ Q is P Ÿ (ÿ Q).
Example 2 Construct the truth table for (P Æ Q) ´ (ÿ P ⁄ Q).
Solution:   The given compound statement is (P Æ Q) ´ (ÿ P ⁄ Q) where P and Q are two
atomic statements.

P Q ÿ ÿ ÿ ÿ ÿ P PÆÆÆÆÆ Q ÿ ÿ ÿ ÿ ÿ P ⁄⁄⁄⁄⁄ Q (P ÆÆÆÆÆ Q) ´́́́́ (ÿ ÿ ÿ ÿ ÿ P ⁄⁄⁄⁄⁄ Q)
T T F T T T
T F F F F T
F T T T T T
F F T T T T

Example 3 Construct the truth table for P Æ (Q ´ P Ÿ Q).
Solution:  The given compound statement is P Æ (Q ́  P Ÿ Q), where P and Q are two atomic
statements.

P Q P ŸŸŸŸŸ Q Q ´́́́́ P ŸŸŸŸŸ Q P ÆÆÆÆÆ (Q ´́́́́ P ŸŸŸŸŸ Q)
T T T T T
T F F T T
F T F F T
F F F T T
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Example 4 Find the negation of the following statement. “If Cows are Crows then Crows are
four legged”.

Solution:  Let P: Cows are Crows
Q: Crows are four legged

 Given statement : If Cows are Crows then Crows are four legged.

 ∫ P Æ Q
So, the negation is given as P Ÿ (ÿ Q) i.e. Cows are Crows and Crows are not four legged.

Example 5 Find the negation of the following statement.
He is rich and unhappy.

Solution:  Let P ∫ He is rich
Q ∫ He is unhappy

Given statement: He is rich and unhappy

∫ P Ÿ Q
By de Morgan's law ÿ (P Ÿ Q) ∫ ÿ P ⁄ ÿ Q

∫ He is neither rich nor unhappy.
Example 6 Prove by constructing truth table

P Æ (Q ⁄ R) ∫ (P Æ Q) ⁄ (P Æ R)
Solution:  Our aim to prove P Æ (Q ⁄ R) ∫ (P Æ Q) ⁄ (P Æ R)

Let P, Q and R be three atomic statements.

P Q R Q ⁄⁄⁄⁄⁄ R P ÆÆÆÆÆ (Q ⁄⁄⁄⁄⁄ R) P ÆÆÆÆÆ Q P ÆÆÆÆÆ R (P ÆÆÆÆÆ Q) ⁄⁄⁄⁄⁄
(P ÆÆÆÆÆ R)

T T T T T T T T
T F F F F F F F
F T F T T T T T
F F T T T T T T
F T T T T T T T
T F T T T F T T
T T F T T T F T
F F F F T T T T

From the truth table it is clear that PÆ (Q ⁄ R) ∫ (P Æ Q) ⁄ (P Æ R).
Example 7 Find the negation of P ´ Q.
Solution:    P ́  Q is equivalently written as (P Æ Q) Ÿ (Q ÆP)

So, ÿ (P ´ Q) ∫ ÿ ((P Æ Q) Ÿ (Q ÆP))

∫ ÿ (P Æ Q) ⁄ ÿ (Q ÆP); (de Morgan’s Law)
∫ ÿ (ÿ P ⁄ Q) ⁄ ÿ  (ÿ Q ⁄ P)
∫ (P Ÿ ÿ Q) ⁄ (Q Ÿ ÿ P); (de Morgan’s Law)

Hence, ÿ  (P ´ Q) ∫ (P Ÿ ÿ  Q) ⁄ (Q Ÿ ÿ P).
Example 8 With the help of truth table prove that ÿ (P Ÿ Q) ∫ ÿ  P ⁄ ÿ  Q.
Solution:    Our claim is ÿ  (P Ÿ Q) ∫ ÿ P ⁄ ÿ Q.
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Assume that P(k) is true. So,

P(k) ∫ 
1

1 2
1

2 3
1

3 4
1

1 1* * *
...

*
H H H H

H

Z

Hk k
k

kb g

\  P(k + 1) ∫ 
1

1 2
1

2 3
1

3 4
1

1
1

1 2* * *
...

* *
H H H H

H

H

H Hk k k kb g b g b g

= 
k

k k kH

H

H H1
1

1 2b g b g*
 ; [∵ P(k) is true]

= 
1

1
1

2k
k

kH

H

H

F
HG

I
KJb g b g

= 
1

1
2 1

2

2

k
k k

kH

H H

H

F
HG

I
KJb g b g

*

= 
k

k k

H

H H

1

1 2

2b g
b g b g  =  

k
k
H

H

1
2

Which shows that P(k + 1) is also true.
So, P(n) is true for all n.

 EXERCISES 

 1. Find the negation of the following statements.
(a) Today is Sunday or Monday.
(b) If I am tired and busy, then I cannot study.
(c) Either it is raining or some one left the shower on.
(d) The moon rises in the west.
 (e) The triangles are equilateral is necessary and sufficient for three equal sides.
(f) 2 + 3 π 18.

2. Prove the following by using truth table.
(a) P ⁄ (Q Ÿ R) ∫ (P ⁄ Q) Ÿ (P ⁄ R)  (b) P Ÿ (Q ⁄ R) ∫ (P Ÿ Q) ⁄ (P Ÿ R)
(c) ÿ (P ⁄ Q) ∫ ÿ P Ÿ ÿ Q (d) P Æ (Q Ÿ R) ∫ (P Æ Q) Ÿ (P Æ R)
(e) (P Ÿ Q) Ÿ R ∫ P Ÿ (Q Ÿ R) (f) P ⁄ Q ∫ ÿ (ÿ P Ÿ ÿ Q)
(g) P ¯  Q ∫ (P ⁄ Q) Ÿ ÿ (P Ÿ Q) (h) (P Ø Q) Ø (P Ø Q) ∫ P ⁄ Q
(i) P Ÿ Q ∫ (P Ø P) Ø (Q Ø Q) (j) ÿ (P ⁄ Q) ⁄ (ÿ P Ÿ Q) ∫ ÿ P

3. For each of the following formulas tell whether it is (i) tautology, (ii) satisfiable, or
(iii) contradiction.
(a) (P Æ (Q Æ R)) Æ ((P Æ Q) Æ (P Æ R)) (b) (P Æ (Q Æ R)) ´ ((P Ÿ Q) Æ R)
(c) P Ÿ ÿ Q (d) (P ⁄ Q) Æ P
(e)  ÿ (P Æ Q) Æ (P Ÿ ÿ Q) (f) (P Æ Q) Æ (Q Æ P)
(g) ((P Æ Q) ´ Q) Æ P (h) ÿ P Ÿ (P ⁄ Q) Æ P
(i) P Æ (P Ÿ Q) (j) P Æ (Q Æ (P Ÿ Q))
(k) (P ⁄ Q) ´ (Q Ÿ P) (l) (P Æ (Q Æ (P Ÿ Q))) ´ P
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Set Theory 23

 2.5  COMPARABILITY OF SETS
Two sets A and B are said to be comparable if any one of the following relation holds.

i.e., (i) A Ã B or (ii) B Ã A or (iii) A = B.

Consider the following sets

A = {a, b, c, d, e}; B = {2, 3, 5} and C = {c, d, e}.

It is clear that A À B, B À A and A π B. So, A and B are not comparable. Similarly B À C,
C À B or C π B. So, B and C are also not comparable. At the same time it is clear that, C Ã A,
thus A and C are comparable.

 2.6 POWER SET
Power set is of great importance while studying finite state systems such as non-deterministic
finite automation. Here, we present the concept of power set that will be useful while studying
finite state systems.

If A be a set, then the set of all subsets of A is known as power set of A and is denoted
as P(A).

Mathematically, P(A) = {X : X Õ A}
Consider the example:

Let A = {a}
fi P(A) = { F, {a}}
Let A = {a, b}
fi P(A) = {{a}, {b}, {a, b}, F}
Let A = {a, b, c}
fi P(A) = {{a}, {b}, {c}, {a, b}, {b, c}, {c, a}, {a, b, c}, F}

From the above examples it is clear that if a set A contains n elements, then the power set
of A, i.e. P(A) contains 2n elements.

i.e., |A| = n fi |P(A)| = 2n.

 2.7 OPERATIONS ON SETS

It is observed that set theory is a tool to solve many real life problems. In order to solve these
problems, it is essential to study different set operations. Here we discuss certain operations
such as union, intersection and difference in order to develop an algebra of sets.

2.7.1 Union
 If A and B be two sets, then the union (A » B) is defined as a set of all those elements which
are either in A or in B or in both.

Symbolically,

A » B = {x : x Œ A or x Œ B}



�� $
������
������������
��:�����
��!�
����
���

/�����������

"��������
����������7

K�
 � 1�2�������������3

' 1�2�������������3

0��������� =����'> 1�2����������������������3

��+�� � ���*�1��� 

���������'����
�����
���
����
�����
�����
����=����'>�������������������
��������
�����������
�
�����������������
����
��
�����
���?	���������	

�=����'> 1�2��7���������������'3

/�����������

"��������
����������7

K�
 � 1�2�������������3

' 1�2�������������3

0������������������������=����'> 1�2����3

��+�" 
�!!��� 1�

���������'����
�����
���
����
��������������=��<�'>�������������������
��������
�����������
������
������������
����'��?	���������	��=��<�'>�1�2��C���������������'3

/�����������



?�
�0����	 ��

"��������
����������7

K�
 � 1�2���������������� 3

' 1�2����������������3

0��������� =��<�'> 1�2���������� 3

��+�$ �(&&����1�
�!!��� 1�

���������'����
�����
���
����
����	���
���������������=����'>����=����'>�������������������
�������

�����������
��������������
���������������'��

���
������
��

?	���������	�

=����'> 1�=��<�'>���='�<��>

/�����������

"��������
����������7

K�
 � 1�2����������������������3

' 1�2�������������������3

?�� =��<�'> 1�2�������������3

��� �='�<��> 1�2����������3

0��������� =����'> 1�=��<�'>���='�<��>

�1�2�������������������������3

��+�% ��&'��&� ���!������

������������
��
����
������������
�����������#����������������������������������������
��������
����
������
�����
���
��#��������
�J�������������
�������?	���������	�

�� 1�2��C�����J����������3

/�����������

"��������
����������7

K�
 � 1�2����������������������������3

?����������
����
���
��#��������
�J�1�2���������;�����	��
3�

0��������� ������� 1�J�<��
1�2������������������������������������
�����	��
3



�
 $
������
������������
��:�����
��!�
����
���

��+�) ������&

K�
����'�����"�����
���
�����
���
��#��������
�J��0����
������������������
��
�����������

=�> "���

�
�#������7
�=����'>�1�='����> G =����'> 1�='����>

=�> �������
�#������7
����='���">�1�=����'>���"�G ����='���"> 1�=����'>���"

=�> ������
��
�����7
=�����>�1�� G =�����> 1��

=�> ����
�
	�����7
=����� >�1�� G =����J> 1��

=�> '�
�������7
=����J>�1�J G =�����> 1��

=�> ������
��������7
����=���'>�1�� G ����=����'> 1��

=�> "��������
�����7
=������>�1�J G =������> 1��

=�> ��#��

�������7
=��>��1��

=�> :��
���

�#�������7
=�> ����='���">�1�=����'>���=����">
=��> ����='���">�1�=����'>���=����">

�������D���������=�>��=�>��=�>��=�>��=�>��=� >��=�>�����=�>������������
�������4
���������
����������

������,�����#�����	�
������
���

�#�������

=�> �� ������='���">
� � �����������='���">
� � �������=����'���������">
� =� �����������'>�����=�������������">
� � ��=����'>���������=����">
� � ��=����'>���=����">
?���������='���">�1�=����'>���=����">

�=��> ��������='���">

� � ������������='���">

� � ��������=����'��������">

� =� ������������'>����=��������������">

� � ��=����'>��������=����">

� � ��=����'>���=����">

?�� ����='���">�1�=����'>���=����">

��+�+ ������&

K�
����'�����"�����
���
�����
���
��#��������
�J��0����
�������������������
���������

=�> =�����>�1�� =�> =����'>�1�='����>
=�> ����='���">�1�=����'>���=����"> =�> =����'>�1�=����'>�<�=����'>

������� D������ ��� =�>� ���� =�>� ���� �������
�� �����4
������ ��� ������
������ )����� ��� ���#�
=�>�����=�>�



?�
�0����	 ��

=�> � ������='���">

� � ������������='���">

� � ������������=='�<�">���="�<�'>>

� � ��������=����='�<�">��������="�<�'>>

� =� ������������='�<�">>��� =��������������="�<�'>>

� =� ��������=����'���������">>

�� =� ��������=����"���������'>>

� ==� ������������'>�����=��������������">>

�� ==� ������������">�����=��������������'>>

� =� ��=����'>���������=����">>���

=� ��=����">���������=����'>>

� � ��==����'>�<�=����">>��������==����">�<�=����'>>

� � ��==����'>�<�=����">>���==����">�<�=����'>>

� � ��=����'>���=����">

?�������='���">�1�=����'>���=����">�

=�> � ��=����'>�<�=����'>

� � ��=����'>���������=����'>

� � ��=����'>�����=�������������'>

� =� ��=����'>����������>����=����=����'>���������'>

� ==� �����������'>����������>

�� ==� �����������'>���������'>

� ==� �������������>����=����'����������>>

�� ==� ������������'>����=����'���������'>>

� =� �����������='�<��>>����=����=��<�'>���������>

� � ��=����='�<��>>��������==��<�'>����>

� � ��='�<��>���=��<�'> M'	�����
�
	����N

� � ��='����>

� � ��=����'> M'	�����

�
�#�����N

����������?���=����'>�1�=����'>�<�=����'>

��+�2 ������#� 3*�.�4

K�
�������'�����
���
�����
���
��#��������
�J��0���

=�> =����'>��1�=�����'�>
=�> =����'>��1�=�����'�>

�������=�>�����=����'>�

� �� ��=����'>

� � ������������'

� � �������������'�

� � �������'�

?���=����'>��1�=�����'�>



�� $
������
������������
��:�����
��!�
����
���

=�> � ��=����'>�

� � ��=����'>

� � �����������'

� � ������������'�

� � �������'�

�?���=����'>��1�=�����'�>

� ��2 
��5	���� ����

0�����
��������'�������������������
���������#���������������
����
����#������������������
�
!�
����
�����	��=����'>�1���

/�����������

� ��6 -��.��-��	�� 	�� ���� �7�	��

K�
�������'��������
����
���K�
��=�>����
����
�����������
���
�������
�����
�����
����0���

�=����'> 1���=�>�F��='>�<��=����'>�

$
�
�������������'������������
��
���

��=����'> 1���=�>�F��='>

�������������'��������
����
�������=�>���������
�
����
�����������
���
�������
�����
�����
���

J

$����
������#��/�������������
����������
��


�=�> 1��=��<�'>�F��=����'>

��� ��='> 1��='�<��>�F��=����'>

��� ��=����'> 1��=��<�'>�F��=����'>�F��='�<��>

1��=�>�<��=����'>�F��=����'>�F��='>�<��=����'>

1��=�>�F��='>�<��=����'>

����� �=����'> 1��=�>�F��='>�<��=����'>

A – B

A ∩ B B – A



?�
�0����	 ��

���������'������������
��
����=����'>�1����������=����'>�1�&

0�����������=����'>�1��=�>�F��='>�

� ��
� ��	
���� 	�� ����

0�������
�
������
���������������
��
�������������������������������������������
�
���	�����
��
�	�=���	>��
���
��
�=���	>���=	���>������#�������	��0�������
�
����
�����
��������'����
�����
�������

���������������������������
���������
��������������
����������
������������������
�������
������
����'��0�����
��������
����	�=����'>��!�
����
�����	�

=����'> 1�2=���	>�C���������������'3

"��������
����������7

K�
 ��1�2���%��*��A��B3

'�1�2-�����%A3

?���=����'>�1�2=��->��=����>��=���%A>��=%��->��=%���>��=%��%A>��=*��->��=*���>��=*��%A>��=A��->��=A���>��=A��%A>�
=B��->��=B���>��=B��%A>3

������0�������
�
������
�����������
����������������
�������%���*��������������

0�
���������%����*���;�����������������������

������%����*����;������1�2=�����%���*��;����>�C��������������%����%������*����*�����;���������
��3������=�����%���*��;����>����������������

������������%���*��;������0����������
�������������
��
�������������������1�2�������3G�'�1�2���%3�����"�1�2����3�

0��������������'���"�1�2=�������>��=�������>��=���%���>��=���%���>��=�������>��=�������>��=���%���>��=���%���>�
=�������>��=�������>��=���%���>��=���%���>3�

$����
������#������������
����#��	�������
��
�C����'���"C�1�C��C���C'�C���"C�

������������C������%����*���;�����C1�C��C���C�%C��C�*C��������C��C�

��
��
 ������&

K�
����'�����"����
������
���
�����
���
��#��������
�J��0���

=�> ����='���">�1�=����'>���=����">
=�> �����'���">�1�=����'>���=����">

�������=�>�=���	>�������='���">
� ��� ������	���='���">
� ��� ������=	���'����	���">
� =��� ������	���'>����=����������	���">
�=���	>���=����'>����=���	>���=����">
�=���	>���=����'>���=����">
0��������������='���">�1�=����'>���=����">�

=�> =���	>�������='���">
� ����� ������	���='���">
� ��� �������=	���'�����	���">
� =��� ������	���'>�����=����������	���">
�=���	>�� =����'>�����=���	>���=����">
�=���	>�� =����'>���=����">
0��������������='���">�1�=����'>���=����">�




� $
������
������������
��:�����
��!�
����
���

� ��

 ���
-����-.� ��	
����

K�
������%���*��;�������������
������
������
�������
�
����
���������
����������������������
��
�����='����'%���'*���������'�>�������'�������
����������� �

��

"���������������������
��
�������
�����'�����"��0����
������
�������
�
�����
�����
����
��
����������������������������%*�����
�����

����� ����'���"G �����'���"G ����'����"G ����'���"��G

�����'����"G ����'����"�G �����'���"�G �����'����"��

�	.8�
� �9-��.��

Example 1 ���� ��!�����"������	������������������������������������#��$��������������

%�&  ' %!���"&�(�% ' !&���% ' "&
%�&  ' %!���"&�(�% ' !&�'�"
%�& % ���!&�'�"�(� ���%!�'�"&

Solution:�=�>�������<�='���">
� � ������������='���">
� � ��������=����'���������">
� =� ������������'>�����=��������������">
� � ��=��<�'>���������=��<�">
� � ��=��<�'>���=��<�">
0������������<�='���">�1�=��<�'>���=��<�">

=�> �������<�='���">
� � ������������='���">
� � ��������=����'���������">
� =� ������������'>���������"
� � ��=��<�'>���������"
� � ��=��<�'>�<�"
0������������<�='���">�1�=��<�'>�<�"

=�> ����=����'>�<�"
� =� ������������'>���������"
� � ��������=����'���������">
� � ������������='�<�">
� � ������='�<�">
0����������=����'>�<�"�1�����='�<�">

Example 2 )��
������ �'� !�
� *

�

�

� �(��  !�
� *

�

�
�

� ��

Solution: ������<�� '�
�

�

� �

�

� � ������������ '�
�

�

� �

�

� � ������������='����'%���'*���;���'�>

� � ��������=����'����������'%���������'*�����;���������'�>



?�
�0����	 
�

� =� ������������'�>�����=��������������'%>�����;������=��������������'�>

� � ��=��<�'�>���������=��<�'%>�����;���������=��<�'�>

� � ��=��<�'�>���=��<�'%>���;�������=��<�'�>

� � �� � '�
�

�

�

�

� �
�

�

0������������<�� '�
�

�

� �

� �1�� � '�
�

�

�

�

� �
�

�

Example 3 +�� �����!������������������������������#����������
�����

%�& % �&��(� 
%�&  �'�!�(� ���!�

%�& % �'�!&���!�(��

Solution:�=�>����=��>�

�� �� ����

�� �� ���

?�� =��>� 1��

=�> � ��=��<�'>

� � �����������'

� � ������������'�

� � ��=����'�>

?���=��<�'>�1�=����'�>

=�> ����=��<�'>���'

� �� ��=��<�'>���������'

� =� ������������'>���������'

� � ��������=����'���������'>

� � �������������

� � ��=�����>

� � ���

?���=��<�'>���'�1��

Example 4 ���� ��!�������������������������������������#�����������������

%�&  �'�% ���!&�(� ���!�

%�& % ���!�&��(� ����!

Solution:�=�> � ����<�=����'>

� � ������������=����'>

� � ��������=�������������'>

� =� �������������>����=��������������'>

� � �������=��������������'�>

� � �����������=����'�>

� � ������=����'�>

� � ��=����'�>

?�����<�=����'>�1�����'�




� $
������
������������
��:�����
��!�
����
���

=�> � ��=����'�>�

� � ��=����'�>

� � �����������'�

� � ������������'

� � ��=�����'>

?���=����'�>��1�=�����'>

Example 5 ���� ��!�����"���������������������������������������#��$�������
�����

��% ���!���"&�(��% &�,��%!&�,��%"&�'��% ���!&�'��%!���"&�'��%"��� &�,��% ���!���"&

Solution: K�
�='���">�1�:��?��������#�
�=����'���"> 1��=����:>

1��=�>�F��=:>�<��=����:>

1��=�>�F��='���">�<��=����='���">>

1��=�>�F��='>�F��=">�<��='���">�<��==����'>���=����">>

1��=�>�F��='>�F��=">�<��='���">�<��=����'>�<��=����">�F��=����'���">

0�����������������=����'���"> 1��=�>�F��='>�F��=">�<��=����'>�<��='���">�<��="����>�F��=����'���">�

Example 6 +������+---��������������������.�
�/�����011���������������������211��������
����������������301�����������������������*1������������������������������������$�������
������
�����
��������������

%�& 4�
����	������������������������������
%�& 4�
����	�����������������	����
%�& 4�
����	��������������������	�

Solution: K�
 07 ?�
����������������
����
���
"7 ?�
����������������
�����������

J7 0�
����
��������������
���

)����������#���=J>�1�A&&G��=0>�1�%&&G��=">�1�*A&

+
��������������
���������
�
������
��������������
���1��&

0����������
��������������
�������
������
��������������
���1�A&&�<�&�1�-�&

����� �������������=0���">�1�-�&

����� ��=0>�F��=">�<��=0���">�1�-�&

����� �=0���">�1��=0>�F��=">�<�-�&�1�%&&�F�*A&�<�-�&�1�8&

?���
����
��������������������
������
�������������
���1��=0���">�1�8&

+
����������������
����
������	�1��=0>�<��=0���">�1��-&

+
����������������
��������������	�1��=">�<��=0���">�1�%�&�

Example 7 +��506������������� ������������
�����706�������������� �����
�����������������
�������������������������������������8

Solution: �K�
��=?> 7�0�
����
���������

���
��1��&&

��=�> 7��0�
����
���������

���
������������������1�8A

���='> 7�0�
����
���������

���
������������������1�BA

0��������� �=?>�1��=����'> 1��=�>�F��='>�<��=����'>

����� �&& 1�8A�F�BA�<��=����'>

����� �=����'> 1�-&

?���-&O�����

���
���������
��������������������



?�
�0����	 



Example 8 +�� �(�92��3��:��0��5;��!�(�93��:��0��5��7;�����"�(�9:��0��5��7��<;��������������������
�����

%�& % ���!&���% ���"& %��& % ���!&���% ���"&
%���&  �'�%!�'�"& %��& % ���!&�

Solution:  �#�����1�2%��*��-��A��83��'�1�2*��-��A��8��B3�����"�1�2-��A��8��B��93
=�> =����'>�1�2%��*��-��A��8��B3
=����">�1�2%��*��-��A��8��B��93

0����������=����'>���=����">�1�2%��*��-��A��8��B3

=��> =����'>�1�2*��-��A��83

=����">�1�2-��A��83

0����������=����'>���=����">�1�2*��-��A��83

=���> �='�<�">�1�2*3

0������������<�='�<�">�1�2%��-��A��83

=��> =����'>�1�2%��*��-��A��8��B3

=����'>�1�2*��-��A��83

0����������=����'>�1�=����'>�<�=����'>�1�2%��B3

Example 9 =����������
��������������������
���������

%�& 91;
%��& 9*��9*��2;;����
%���& 9:��*��<;�

Solution: =�>�K�
���1�2&3
0����������D=�>�1�22&3���3

=��> K�
 ��1�2���2���%33
?���D=�>�1�22�3��22���%33������3

=���> K�
 ��1�2-�����93
?���D=�>�1�22-3��2�3��293��2-���3��2-��93��2���93������3�

Example 10 +�� �(�9:��0;��!�(�97��<;�����"�(�9>��*1;���������������������
�����

%�& % ���!&���%!���"&�����%�&� ���%!���"&�

Solution:� �#�����1�2-��A3��'�1�2B��93�����"�1�2����&3
=�> =����'>�1�2=-��B>��=-��9>��=A��B>��=A�9>3

='���">�1�2=B���>��=B���&>��=9���>��=9���&>3
?���=����'>���='���">�12=-��B>��=-��9>��=A��B>��=A�9>��=B���>��=B���&>��=9���>��=9���&>3

=�> ='���">�1�2B��9������&3
?�������='���">�1�2=-��B>��=-��9>��=-���>��=-��&>��=A�B>��=A��9>��=A���>��=A���&>3�

Example 11 +�� �(�9*��2��3;��!�(�92��3��:;�����"�(�93��:��0;������������	���������������
��

Solution:� �#�����1�2���%��*3��'�1�2%��*��-3�����"�1�2*��-��A3
0����������='���">�1�2%��*��-��A3����

����='���"> 1�2=���%>��=���*>��=���->��=���A>��=%��%>��=%��*>��=%��->��=%��A>��=*��%>��=*��*>��=*��->��=*��A>3

=����'> 1�2=���%>��=���*>��=���->��=%��%>��=%��*>��=%��->��=*��%>��=*��*>��=*��->3

=����"> 1�2=���*>��=���->��=���A>��=%��*>��=%��->��=%��A>��=*��*>��=*��->��=*��A>3

0�
���=����'>����=����">�1�2=���%>��=���*>��=���->��=���A>��=%��%>��=%��*>��=%��->��=%��A>��=*��%>��=*��*>��=*��->��=*��A>3

1�����='���">

?�������	��
��������������
�
���������='���">�1�=����'>���=����">��������#��������




� $
������
������������
��:�����
��!�
����
���

Example 12 +��?�(�9�������;��@�(9*11��*1*��*12;�����A�(�9���������*1*;��"�������%%@���?&�'�%?���@&&
��A��
�����������<�����������
�������
���������������������	������������

��Solution:� �#���D�1�2�������3G�P�1�2�&&���&����&%3�����(�1�2����������&�3�

?������������=P���D>�1�2�&&���&����&%���������3�����=D���P>�1��

0��������� ==P���D>�<�=D���P>>�1�2�&&���&����&%���������3

0�
������==P���D>�<�=D���P>>���(�1�2=�&&���>��=�&&���>��=�&&���>��=�&&���&�>��=�&����>��=�&����>�
=�&����>��=�&����&�>��=�&%���>��=�&%���>��=�&%���>��=�&%���&�>��=����>��=����>��=����>��=����&�>��=����>��=����>�
=����>��=����&�>��=����>��=����>��=����>��=����&�>3�

Example 13 )��
����������
����������	�B������������

(a) (A – B)c (b) Ac ��B (c) A ��B ��C

Solution:

=�>

=�> =������ 

=�> ����'���"

Example 14 +�������������5:����������25�����������=���������	��*:�����������-����������	�
4�
����	����������������=����������-������8

Solution: K�
 $7 ?�
�����

���
����������������$������

=��<�'>�

A – B (A – B)C

A ∩ B



?�
�0����	 
�

�@7 ?�
�����

���
����������������@�������

K�
 ��=?>7 0�
����
���������

���
��1�8-

����� �=?> 1��=$���@>�1�8-

 �#��7 ��=$�<�@>7�+
���������

���
��������$���������	�1�%8

�����=@�<�$>7�+
���������

���
��������@����������	�1��-

0�����������=$���@>�1��=$�<�@>�F��=@�<�$>�F��=$���@>

����� �=$���@> 1�8-�<�%8�<��-�1�%-

?���%-��

���
��������������
��$����������@�������

Example 15 C��
���B����������������������������������
�����������������������?��@��A�����)�
%?���@&������)���@���A�����%?���)&�(���

Solution:  �#��������
���������=D���P>������?���P���(�����=D���?>�1����0���/���������������

������#�����
�������#���������

Example 16 +����������	�516����������������������������D����������016�����������=������
E�������������������������������������������������������������216���������������������������	
����������
�����������8

 Solution: K�
��=?> 7��0�
����
���������������
��1��&&

�= > 7��0�
����
���������������
������������ ������1�8&
�=$> 7��0�
����
���������������
������������$������1�A&

�= ���$>� 7 0�
����
���������������
�����������
���������	����
����

�������
�����1�%&

?�� �= ���$>�1 �=?>�<��= ���$>��1��&&�<�%&�1�9&

����� �= >�F��=$>�<��= ���$>�1�9&

����� �= ���$>�1 8&�F�A&�<�9&�1�*&

0����������*&O����
����������
��������������
��
�������
����� ����������$������

Example 17 +�� �� �����	� ������ ������� ���� ��������� ��� 
��� ������ ����� ����	���� 
��� 
��
�����	�����������������������������������������������������������	�A����D���������!�����=������
316�������A��F�:16�������D���������016�������!�����=�������*16�������������������A������
D������06������������D���������!��������*16������������A�������!�����=���������������������
���������	����������
������������������������

 �Solution: K�
 (7 ?�
��������������������(�������
�

 7 ?�
�������������������� ���������
�
'7 �?�
��������������������'�
������
�

��� ?7 ?�
������������������������
�#�	���





 $
������
������������
��:�����
��!�
����
���

0�����������=?>�1��&&G �=(>�1�*&G��= >�1�-&G��='>�1�A&G��=(��� >�1��&G��= ���'>�1�AG
������������=(��'>�1��&�

0�
� �=?>�1 �=(��� ���'>�1��&&

����� �=(>�F��= >�F��='>�<��=(��� >�<��= ���'>�<��=(���'>�F��=(��� ���'>

�1 �&&

����� �=(��� ���'>�1 �&&�<�*&�<�-&�<�A&�F��&�F�A�F��&�1�A

?���AO����
����
�#�	�������������������
�������
���������(���� ���������'�
��

Example 18 +�� �	�!�����!�	�"����������
������ �	�"�

Solution:  �#���'���"�����������'�������"

����������'������������������' �������

����� � ����������'�������"

����� � ����������"

0��������������"�

Example 19 =������������ �����!������������  !  !� � � �

�Solution: =���	> ��� '�

� =���	> ������'

� � ��������	���'

� � ��� �����	���'

� =���	> ��� '�

?�� =���	> ��� '� ���=���	>���� '�

0��������� � '� 1�� '�

Example 20 =������������ ��!�����"������������ ���%!�'�"&�(�% ���!&�'�% ���"&�

�Solution: =���	>�������='�<�">

� � ��������	���='�<�">

� � ��������=	���'�����	���">

� =� ��������	���'>�����=����������	���">

� =���	> ��=����'>�����=���	>���=����">

� =���	> ��=����'>�<�=����">

0��������������='�<�">�1�=����'>�<�=����">�

Example 21 +�������������*>*�����������*1������������-��������"��������)�����������G����F
35������������-�����������"��������)������F�21������������-�����������G����F�*<�����������
"��������)�����������G����F�50������������-������F�75������������"��������)�����������53
�����������G������$�������
������������
����

%�& 4�
����	������������-�����������G�������������"��������)�������
%�& 4�
����	������������"��������)�����������G�������������-�������
%�& 4�
����	������������"��������)�������������������-�����������G�����
%�& 4�
����	���������������������������������������

 ��Solution:��K�
 ?7 ?�
�����

���
�

@7 ?�
�����

���
��
������@������

"7 ?�
�����

���
��
������"���

���?������

!7 ?�
�����

���
��
������!
����



?�
�0����	 
�

 �#���
��
��=?>�1����G��=@>�1�8AG��=">�1�B8G��=!>�1�8*G��=@���"���!>�1��&G��=@���">�1�*8G
����������=@���!>�1�%&G��="���!>�1��9

=�> +
���������

���
��
������@�����������!
�����

���
�"���

���?������
1��=@���!>�<��=@���"���!>�1�%&�<��&�1��&

=�> +
���������

���
��
������"���

���?�����������!
�����

���
�@������
1��="���!>�<��=@���"���!>�1��9�<��&�1�9

=�> +
���������

���
��
������"���

���?��������������
����@�����������!
���
1��=">�<��=@���">�<��="���!>�F��=@���"���!>��1�B8�<�*8�<��9�F��&�1�*%

=�> +
���������

���
��
��������������
���
������
����
�
1��=@���"���!>�

1��=?>�<��=@���"���!>

1��=?>�<�2�=@>�F��=">�F��=!>�<��=@���">�<��="���!>�<��=@���!>�F��=@���"���!>3

1�����<�=8A�F�8*�F�B8�<�%&�<�*8�<��9�F��&>

1�A��

Example 22 -�������
����������������
�������������������������������

%�&  �(�9���H��2�'�7��,�*2�(�1F���
�.; %�& !�(�9��H���(���������(��;
%�& "�(�9�������������; %�& C�(�9��H��2�'�:�(�1F���
�+;

Solution:  �#���
��
���1�2��C��%�<�B��F��%�1�&G�����+3

0�������� � 1�2*��-3

����� C�C 1�%

?�������	 ' 1�2�C��1���������1��3

1�2����3

����� �C'C 1�%

���� " 1�2�������������3

����� �C"C 1�A

����� : 1�2�C�%�<�-�1�&G������3�1�2%��<�%3

����� �C:C 1�%

0����������C�C�1�C'C�1�C:C�1�%���C"C�1�AG�?�����'�����:������4
�#����
�

Example 23 =�������)���� �����!������������% ���!&���%!�'� &�(�!�

Solution: =����'>���='�<��> 1�=����'>���='�����>

1�==���'>���'>���==����'>�����> M:��
���

�#�����N

1�'���==����'>�����> M������
�������N

1�'���==������>���='�����>> M:��
���

�#�����N

1�'���=J���='�����>> M"��������
����N

1�'���='�����>

1�' M�������
�������N

Example 24 !	�����	����������������������������������% �'�!&���%!�'� &�(���������������� �����!�

Solution: =��<�'>���='�<��> 1�=����'�>���='�����>

1�����='����='�����>> M��������
�#�����N

1�����=='����'>�����> M��������
�#�����N

1�����=������> M�"��������
����N

1�=�����> M'�
������N

1�� M'�
������N




� $
������
������������
��:�����
��!�
����
���

Example 25 =������������I��/�����J������������I���%/�'�J&�(�%I���/&�'�%I���J&�

Solution: � ��L���=Q�<�R>

� � ��L���������=Q�<�R>

� � ��L�����=����Q���������R>

� =� ��L���������Q>�����=����L���������R>

� � ��=L���Q>���������=L���R>

� � ��=L���Q>�<�=L���R>

0��������� �L���=Q�<�R> 1�=L���Q>�<�=L���R>

Example 26 =������������I��/�����J������������I�'�%/���J&�(�%I�'�/&���J��

Solution: � ��L�<�=Q���R>

� � ��L���������=Q���R>

� � ��L�����=����Q���������R>

� =� ��L���������Q>���������R

� � ��=L�<�Q>���������R�

� � ��=L�<�Q>���R�

0�������������������L�<�=Q���R>�1�=L�<�Q>���R��

Example 27 C��������������������	��������������
�����������������

 �(�9*��2��3;�����!�(�9�H��
�.F��3�'�5��2�,�**���'�5�(�1;

Solution:� �#�����1�2���%��*3����
' 1�2�C����+G��*�<�8��%�F������<�8�1�&3

1�2�C����+G�=��<��>=��<�%>=��<�*>�1&3

1�2���%��*3

0������������
��������'������4
����������'�����'�����

Example 28 -������� ���%!�'�"&��������������������������������������

Solution: 0������
�����#�����������������
��
���/��������������������='�<�">��$����
�����

���������
��
�����='�<�">�������
�����
�����#�����������
���/��������������������������
��
��
�
������
�������
�
��=����'���">��=����'���"�>��=����'����">��=�����'���"�>�����=����'����"�>�

����='�<�">����������

0�
�� ����='�<�">�1�=����'���">���=����'���"�>���=����'����">����=�����'���"�>����=����'����"�>�



?�
�0����	 
�

�9�������

�� @�������
���������������
�����
��
���������
=�> ��1�2�C����������

������
��������!�0)@!�0�"?3
=�> '�1�2�C���1�%��F��G�������S�AG�����+3
=�> "�1�2�C���1�'����������1���������1���������1�D��3
=�> :�1�2�C����������#�����
������������������A3
=�> @�1�2�C������������%�F���<�%&�1�&3

�� @�������
���������������
�������
��
�����������
=�> ��1�2���9��%B��8-���%A3 =�> '�1�2�������������3
=�> "�1�2%�����%9��8A���%83 =�> :�1�2������%��-��8��'���3
=�> @�1�2���%��*��-��A��8��B��;;3 =�> $�1�2���*3


� $����
�����������
�����
���������������
��
=�> 2�3 =�> 2����������3
=�> 2�C�����+������%�<�-��F�*�1�&3 =�> 2���2���%3��2���%��*33
=�> 2�C����������

������
������������3

�� K�
�
���
��#��������
�J�1�2���%��*��-��A��8��B��9������&3��K�
���1�2���%��*��-��A3��'�1�2%��-��8��93
����"�1�2���-��B���&3��
���������
��������������
=�> =����'> �=��> =����'>���"
=���> =����'>���=����"> �=��> =����'>���=����">
=�> ��<�='���"> �=��> =����'>�<�"
=���> '��<�="�<��> �=����> �����'�

=��> �' �=�> ��

=��> "�<�' �=���> =����'>�<�="�<�'>

�� :����
���/����������������������
��
��������������
�����#�����
��
=�> ����='���"> �=�> ����='���">
=�> ���<�' �=�> =����'>�<�'
=�> =�����'>���="��<��> =�> '���="����>�

=�> ='���">�<�� �=�> =����'���">�


� ��������
������&&&���������
���������9&&����������������������@�����������A&&�������
�������������� �������@����
��&&�����������
������
�����������������������
�����
����
���@����������� �������$�����������	��������������������
��@����������� ������

�� ���D�1�2�������3��P�1�2�&&���&����&%3�����(�1�2����������&�3��
��������

��==D���(>�<�=D���(>>����P�

�� ��� �1�2�������3��)�1�2%&��B&���&3�����I�1�2���B&���3��
��������

��= �<�I>���=I�<�)>�

�� K�
�L�1�2�������3�����Q�1�2���%3��
��������

��
��������������

=�> L���Q �=�> Q���L
=�> Q���Q �=�> L���L
=�> =L���Q>���Q

��� ���'���'%��;����'��������������
���
�������#��
��
�A B A B� �
� �

i
i

n

i
i

n

1 1
� �( –

��� ���'���'%��;����'��������
���
�������#��
����������������!�����5�������

=�> �
� �

'
� �

�

� �= =

′ 
= ′ 

  
� � =�> �

� �

' '
� �

� �

� �= =

′ 
= ′ 

  
� �



40 Fundamental Approach to Discrete Mathematics

12. Let X, Y and Z be three sets. Show that X – (Y « Z) = (X – Y) » (X – Z).

13. In a class of 120 students, 80 students study Mathematics, 45 study History and
20 students neither study History nor study Mathematics. What is the number of
students who study both Mathematics and History?

14. Let A = {1, 2}, B = {a} and C = {a, b}, then compute the followings.
(a) A ¥ B ¥ C  (b) A ¥ B ¥ B
(c) B ¥ A ¥ C  (d) A ¥ A ¥ A
(e) (A – B) ¥ C.

15. Examine the comparability with the following sets.
(i) A = {a, b, c} (ii) B = {a, e, i, o, u}

(iii) C = {b, c, o, u} (iv) D = {b, c, i, o, u, k}.

16. In a class containing 100 students, 30 play tennis; 40 play cricket; 40 do athletics;
6 play tennis and cricket; 12 play cricket and do athletics; and 10 play tennis and do
athletics; while 14 play no game or do athletics at all. How many play cricket, tennis
and do athletics?

17. If in a city 70% of the residents can speak French and 50% can speak English, what
percentage of residents can speak both the languages, if 10% residents cannot speak
any of these two languages?

18. Let X, Y, Z and T be four sets. Then prove that (X « Z) ¥ (Y « T) = (X ¥ Y) « (Z ¥ T).

19. Write the following sets as the union of fundamental products.
(a) A « (B » C)  (b) Ac « (B » C)
(c) A » (B « C)  (d) A » (B – C).

20. Identify the smallest set X containing the sets.
{Book, Pen}; {Pen, Pencil, Box}; {Book, Box, Ball}.

21. One hundred students were asked whether they had taken courses in any of the three
subjects, Mathematics, Computer Science and Information Technology. The results
were given below. 45 had taken Mathematics; 18 had taken Mathematics and Computer
Science; 38 had taken Computer Science; 21 had taken Information Technology; 9 had
taken Mathematics and Information Technology; 4 had taken Computer Science and
Information Technology and 23 had taken no courses in any of the subjects. Draw a
Venn diagram that will show the results of the survey.



Binary Relation

3

 3.0 INTRODUCTION
After the development of set theory we shall try to develop another concept based on it. In this
chapter we will introduce an important modeling in mathematics known as relation. This has
tremendous application in Computer Science. The relations which are used in Mathematics and
Computer Science are “less than”, “is a subset of”, “is perpendicular to”, “is equal to”, and so on.

Table

Student Names Subjects Taken

Mary Computer Science
Smith Mathematics
Loreena Computer Science
Finzi Human Resource
Adams Marketing
Brown Mathematics
Mary Mathematics

A relation can be thought of as a table. Consider the Table given above in which the first
column represent the student names and the second column represent the subject taken by
the students. From the table it is clear that Mary is taking Computer Science and Mathemat-
ics, Loreena is taking Computer Science whereas Smith is taking Mathematics. This is
nothing but a set of ordered pairs. We define a relation to be a set of ordered pairs.

Mostly the relations we come across are defined with two entities. We call such relation as
binary relation or simply relation.

 3.1 BINARY RELATION
Let A and B be two sets. Then any subset R of the Cartesian product (A ¥ B) is a relation
(binary relation) from the set A to the set B. Symbolically R Õ (A ¥ B).

i.e., R = {(x, y) | x Œ A and y Œ B}
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Function 71

4.1.1 Domain and Co-domain of a Function

Suppose that f be a function from the set A to the set B. The set A is called the domain of the
function f where as the set B is called the co-domain of the function f.

Consider the function f from the set A = {a, b, c, d} to the set B = {1, 2, 3, 4} as

f = {(a, 1), (b, 2), (c, 2), (d, 4)}
Therefore, domain of f = {a, b, c, d} and co-domain of f = {1, 2, 3, 4}. i.e., D(f ) = {a, b, c, d} and

Co-domain f = {1, 2, 3, 4}.

4.1.2 Range of a Function

Let f be a function from the set A to the set B. The element y Œ B which the function
f associates to an element x Œ A is called the image of x or the value of the function f for x.
From the definition of function it is clear that each element of A has an unique image on B.
Therefore the range of a function f : A Æ B is defined as the image of its domain A. Mathemati-
cally,

R (f ) or rng (f) = {y = f (x) : x Œ A}
It is clear that R (f ) Õ B.
Consider the function f from A = {a, b, c} to B = {1, 3, 5, 7, 9} as f = {(a, 3), (b, 5), (c, 5)}.

Therefore, R(f ) = {3, 5}.

 4.2 EQUALITY OF FUNCTIONS

If f and g are functions from A to B, then they are said to be equal i.e., f = g if the following
conditions hold.

(a) D(f ) = D(g)  (b) R(f ) = R(g)
(c) f(x) π g(x)  " x Œ A.
Consider f(x) = 3x2 + 6:R Æ R and g(x) = 3x2 + 6:C Æ C, where R and C are the set of real

numbers and complex numbers respectively. Now it is clear that D( f ) π D(g). Therefore
f(x) π g(x).

Let us consider A = {1, 2, 3, 4}; B = {1, 2, 7, 8, 17, 18, 31, 32} and the function f : A Æ B defined
by f = {(1, 2), (2, 8), (3, 18), (4, 32)}. Consider another function g:A Æ N defined by g(x) = 2x2.
Now it is clear that D(f ) = {1, 2, 3, 4} with f(1) = 2, f(2) = 8, f(3) = 18, f(4) = 32.

Similarly D(g) = A = {1, 2, 3, 4} with g(1) = 2, g(2) = 8, g(3) = 18, g(4) = 32. Therefore, we get
(a) D( f ) = {1, 2, 3, 4} = D(g) (b) R( f ) = {2, 8, 18, 32} = R(g) and
(c) f(x) = g(x) " x Œ {1, 2, 3, 4}.
This implies f and g are equal. i.e., f = g.

 4.3 TYPES OF FUNCTION
In this section we will discuss different types of function that are highly useful in computer
science and its applications. These are basically one-one, onto, one-one onto and into functions.

4.3.1 One-One Function

A function f : A Æ B is said to be an one-one function or injective if f(x1) = f(x2), then x1 = x2 for
x1, x2 Œ A. i.e., x1 π x2 fi f(x1) π f(x2)

Consider a function f: Q Æ Q defined by f(x) = 4x + 3; x Œ Q.



�	 7����	���������
��������/�
�
���������	����


+����
��������!�"'�3��!�6'���
��")��6���A�

� $�"�2�. 3�$�6�2�.

� $�" 3�$�6
� �" 3��6

�
�
	 �!�"'�3��!�6'����"�3��6���+�)��!�'�3�!$��2�.'�:�A���A��
���������

*��
���
�������
������������:�4���4�������������!�'�3��6?�����4��+����
��������!�"'�3��!�6'

� �"
6 3��6

6

� �" 3����6
� �" ���6

�
��)��!�"'�3��!�6'����"����6������
���
������
�������!"'�3�"�3��!%"'?�����"���%"��(��
���
���!�'�3��
6�:

4���4?�����4��
�������������

��#�� 	���� ��������

������������:�����5��
�
����������������������������
�
�
@������������
����
������5����
���8�
�
���
���
���������	����������
����������!�'�3���

�������
���
�
�������������:�����5��
�
�������������������������������!�'�3�5���
��)�
�����������

�9������������	���������

*��
���
������������� :�A���A�������������!�'�3�$��2�.)�����A��(������
����
�����������	����
��

A����
���8�
�
���3�
� � .

$
�������
������	����
���A��(��
���
�)��!�'�3�$��2�.��
������������������

��#�# 	���	���	������������

������������:�����5��
�
������������������������������������
���@�������������
�����������������
��������������

*��
���
�������������:�A���A�������������!�'�3�$��2�.)�����A��7
�	�������������
��

���
���
�
�����
�������!�'�3�$��2�.)�����A��
��������������������������

��#�� �������������

������������:�����5��
�
��������������������������������
�������
����������5����
���8�
�
�������	���
������
����������!�'�3�����������
���
�


������������:�����5��
�
�������������������������������!�'�	
5)�����)�
�����������
����
���
�
��
��
��������	���������

*��
���
������������� :�A���4�������������!�'�3���2�$)�����A��,����)�����
�����
��������
���3� . ���4

���
���8�
�
�������	������3� . �%�$���A��(��
���
�)��!�'�3���2�$�:�A���4��
������������������

� ��� %��$&�	��������	�

���������������������
�	������5��
��)���
����
�����������
���8�
�
����9�������5�
�����������3��!�'�
7�
���
������������
���������������������������)�����������8�
�

����


� �3�;!�)��!�''�:������<�

(��
�
��
�
����������
��������
������
����������������������

*��
���
�������������
��":�4���4�������������"!�'�3���2�"?����



7������� �


�6:�4���;%�6)�6<�������������6!�'�3�
% 6 ��

��

�

�

�

�

�
�
�

1

6 1

(����
���
������������������
��
��������������

>������
���
�����
�������
��":�B%�$)�$�C���B�%�$)�$C������������B�"!�'C
6�3�"#�%��6?�����B%�$)�$C

�����6�:�4���4������������B�6!�'C
6�3�"#�?�����4��(����
���
����������
�������
��
������
��"����

����
��6�
�
�����������(��
���
������������������
����������
������
�
���������)����
���������
�

%")���3��"!�'������������
��%�6)���3��6!�'��7
�	������
��������
�����
��������
����������������������

��	����
�������
�������������
��������
�����
����,����)����
��
�������
��
��������������
�

 f1  (x ) =  x  + 1

 f 2 (x) =

− ≥2 if x 0

− <2 if x 0

2 2
1[f (x)] 16 x= −



�� 7����	���������
��������/�
�
���������	����


Figure – 2

���' �	($	"���	��	��������	�"

���������������������
�	�����
������������
���5����������������������
�	�����
���5��������
���*�
(����������	��
���������������������
����������
��������
�!������'��
�����(��
��
�������������
�	
����
������������
���*�����	�����
������������������	����������
��9������������	���������

�
����
�������������
�	�����
������������
���5)��������
����
�����������
���8�
�
����9�������5

�����������3��!�'��+�	���
������
�������������
�	�����
���5��������
���*)��������
����
������5
���
���8�
�
����9�������*�
�����������3��!�'��������!��������'��
�������������
�	�����
�������������
��
*)�
�������� !�������'�!�' 3�����
�����������

�
��) !�������'�!�' 3��!�'

�
��) !�������'�!�' 3���!�!�''

*��
���
�������������
�� !�'�3�6��2�-������!�'�3�.��

(��
���
��!�������'�!�'�3���!�!�''

3���!6��2�-'

3�.�!6��2�-'

�
��) !�������'�!�' 3�#��2�"-

+�	���
��) !�����'�!�' 3���!�!�''

3���!.�'

3�6!.�'�2�-

�
��) !�����'�!�' 3�#��2�-

2
2[f (x)] 16x=

g

x y

f g

x y z

(g f)
o



7������� ��

��'�
 �)��*��

������:�����5�������:�5���*����������������
��(����!������'��
��������������������������
���������
����!����� '��
�����������������������
�������


������������:�����5�������:�5���*����������������
��+��������
�������������
�	�����
�����������

���5)��������
����
�����������
���8�
�
����9�������5�
�����������3��!�'��+�	���
������
�����������
�
�	�����
���5��������
���*)��������
����
������5����
���8�
�
����9�������*�
�����������3��!�'�

+����
����������������
������������������
�����	��
�!����� '��
���������

+�������� :�����5�������:�5���*���������!����� '�:�����*�

�����")��6���������!������'�!�"'�3�!������'�!�6'

(��
��	����
 �!���!�"'�' 3���!��!�6''

�
��) ��!�"' 3��!�6' B� ���
��������C

�
��) �" 3��6 B�����
��������C

(��
���
�)��!��!�"''�3��!��!�6''��	����
��"�3��6��+��!������'��
���������

+����
���������������������
��������+��������
�����)���
����
������*����
���
�������
�����
����5�
�����������!�'�3�����������
����
�����)���
����
������5����
���8�
�
�������
������������
���
������!�'�3���

�
���
�
������
����
������*����
���
�������
������������
���������!������'�!�'�3����(��
���
�
!������'��
������

��'�� �)��*��

���� :�����5?��:�5���*�������:�*���/)����������!����� '�3�!������'����)�����)���	��
�����������������

����
������

�������������


������������ :�����5)�� :�5���*������:�*���/������
�����������
��+�)�!����� '�:�����*��(��
���
�
����!������'�:�����/�

7�
���
�!�����' :�5���/��+�)�!���� �'���� :�����/��(��
���
�����������!����� '�����!������'������
�
��������
��
�	�����/�

+�������:�����5)��������
����
�����������
���8�
�
����9�������5�
����������!�'�3����7�
���

��:�5���*)��������
����
������5����
���8�
�
����9�������*�
����������!�'�3�����������:�*���/)
�������
����
������*����
���8�
�
����9�������/�
����������!�'�3���

(��� �����!����� '�!�' 3���!������!�''

3���!��!��!�'�''

3���!��!�'�'�3���!�'�3���

7�
���
) !�����'�����!�' 3�!������'!��!�''

3�!�����'�!�'

3���!��!�'�'�3���!�'�3���

(��
���
����
�������������������!����� '��!�'�3�!�����'�����!�'���
�������������
�
	�����!�����'�3�!�����'�����



�� 7����	���������
��������/�
�
���������	����


� ��+ ��,��"�� ������	�

������:�����5��������@�����������������(������������

������)��
�����%�"����������������
�	�5������
+��������
�������������
�	������5)���
����
�������)����
���8�
�
����9�������5�
�����������!�'�3���

+����� �� %�":�5�������
����
������5����
���8�
�
����9���������
����������� %�"!�'�3��)� �
�
	

��%��"!��!�''�3���

��+�
 �)��*��

�����:�����5��
���@������)�����������������������

�
�����

��	�������


������+����
���������:�����5��
�������@�������������

�
��������

��	������)��
��)�!�'����
�����

�����������������!��'����
�����������������������
�!���'����
�������
�����������
������

*�
��!�'�+����
����������
����������������������

�
��� �
�����)�
����
����
���"���5����
���8�
�
�������
�������"�����
����������!�"'�3��"����

4!�'�3�5���������
����
����������������������"����6)��")��6������	����
��"�3��!�"'�3��!�6'�3��6�

+�������%�":�5����)�
��/!��%�"'�3�4�!� '�3�5)��
�
	�/!��%�"'�3�5�����
��!�")��"')�!�6)��6'������	����


!�")��"')�!�6)��6'�����%�"�������"����6��
��"�3��6��,����)���%�"�����������������������

*�
��!��'�+����
����������
����������������������

�
����
���������)�
����
�������
�������"���5����
���8�
�
�����"�����
����������!�"'�3��"�������!�'

��5��+����)���%�":�5����)�
�

/!��%�"'�3�4!�'���5)��
��)�/!��%�"'���5��,�������%�"�����������������������

*�
��!���'�+�	���
��������������
������������%�"�����������������������������
�������
��������


��������

(��
���
�)� ��� �
��� ����
����������+����
� 
����
������ �
��
�����,����)� ��:�5�����	�
����

��@������������

�
�������

��	�������

��+�� �)��*��

������:�����5������ :5���*����������������
�������������������
������
�����)�����

!����� �'
%"�3���%"�����

%"�


������+����
���������������������
������
�������(��
���������
��������������������
����@������

��������
��+���������
�	�$�-�")�!����� '��
���
����@���������������������
������

�
���:�����5�������:�5���*���������!����� '�:�����*�����)�!����� '�
%�"�:�*��������
��� %�"�:�5��������

�%�"�:�*���5�����������%�"�����
%�"�:�*�����

,�������

�������������
�������������������!������'
%�"��
����%�"�����

%�"��
����������
��
�	�����
��

*��������
���������!������'
%�"!�'�3�����
�����*�����������

f

x y

f – 1



7������� ��

�������� %� ":�*���5)� 
�� ��
� ���
�� ����*� ���
�� �8�
�
� ���9��� ����5� 
���� ����� �%"!�'� 3� ��

+�	���
��)���%�":�5����)�
����
����
������5����
���8�
�
�������
�����������%�"!�'�3����7�
���


��%"�����
%"!�' 3���%�"�!� %"!�''�3���%"!�'�3���

����) ��%"�����
%"!�' 3���3�!�����'

%�"!�'��(��
���
��!�����'
%�"�3���%"����

%"�

��+�# �)��*��

����:�����5��
�����@���������������)��������%�":�5������
���
������@����������������


������������:�����5��
�����@���������������)��
��)����
����������������������������+��������
�����
������������)���
����
������5����
���8�
�
����9���������
����������!�'�3������������%�":�5����

�����������%�"!�'�3���

�����")��6���5��������%�"!�"'�3���
%�"!�6'

(��
��	����
 �" 3��6
�
��) �!�"' 3��!�6' B� ���
��������C

�
��) �" 3��6
�
��)���%�"!�"'�3���

%�"!�6'����"�3��6��(��
)���
%�"��
����������5�
���
����
�4!��%�"'�3�/!�'�3�����
��)�4!� �%�"'

3����(��
���������
��������%�"��
�������(��
���
����%�"��
����������������������������)���%�"��
���@�������

���- "	(�� �($	������������	�"

��� ���
� 
�����������������
��

�
�	�� �	��
����� ��������
� ������
���
����� ��� ���� �����8����
��	����
�
����������������������
�

��-�
 �������.���������

�����������
����(�������������:��������
�
������������������������������������
����
�������)

��!�'�3���������	����������!�'�3�����������

��-�� ���/�������������

(�������������:�����5��
�
���������������
�������������������
����
�����������
���8�
�
����9��
����5�
����������!�'�3���������	��������)

�!�' 3�����������

f

x 1

x 2

x1

x 2

x 1

x 2

x 3

y 2

y1

f



�� 7����	���������
��������/�
�
���������	����


�*��
���
�������������:�4�����������������!�'�3�6���
�����4��D������
������
��������������

��-�# �0/�1���� ��������

(�����
����������������
���
����������������������!�'�3�E�E�
����������


E�E 3�
� �
� �
?
?

��
��



� �

�
�
�

1
1

(����
���������3�;!�)�E�E':�����4<��
�
��������������������������
��

��-�� %*����/��������*���������

(����
����
��������
�����������!�'�3�B�C��
����������
������
����
��������
���

�������
��9������
���(������������� !�'�3�B�C��
��9������������������F�!��2�"'?�����G�

*��
���
������8�	���
�B-C�3�-?�B-�&C�3�-?�B%�.�=C�3�%�$?�B%�6�6C�3�%�.�����B#�"C�3�#�

��-�' �1��*��������1������������

(�������
�����������!�'�3� � � �
����������
������
����
��������
���

�������
��9����������(��

������������������!�'�3� � ��
����������
��������
��������
��
����
�������
��9���������

�������������
������	��
)�����������
�������������������

������������
�����������������������

*��
���
����������������8�	���
�� . -� �3�.?� - �3�-?� %&�6 �3�%�0?� . -� �3�$?� - �3�-?� %&�6 �3�%�&�

������7
�	�������������
��

��������
�����
������ 8   �3� � �2�"�������
��������������
�����
��
�� � �3� � �

��-�+ �2�������	�����������/

��
���������������3�� !�'��
�
������������������� !%��'�3�� !�'������������� !%��'�3�%�� !�'�

*��
���
������������� � !�' 3 -�#�2�6�$�%��6�

(��
���
�) � !%��' 3 -!%��'#�2�6!%��'$�%�!%��'6�3�-�#�2�6��$�%��6�3�� !�'�

,����) �!�' 3 -�#�2�6�$%��6��
������������������

+�	���
������
���
�������
�����������!�'�3�
�����%�-�.�

(��
���
�) �� !%��' 3 
���!%��'�%�-!%��'.3�%�
�����2�-�.�3�%�!
�����%�-�.'�3�%��!�'�

,����) �!�' 3 
�����%�-�.��
�����������������

����������
���������������������������������������
�����������
������*��
���
������8�	���

� !�' 3 �$�2��.�2��6�%���

(��
���
�)� �!%� �'� 3� !%� �'$� 2� !%� �'.� 2� !%� �'6� %� !%� �'� 3� �$� %� �.� 2� �6� 2� ��� (��
� �	����
� ������


� !%��'�3��!�'���
�� !%��'�3�%�� !�'�

(��
���
�)�� !�'�3��$�2��.�2��6�%����
�������
��������
��������������



7������� ��

��-�- �)�*����*�/������������

+����
�����������
��
���������������

���
���H��(������
����
�
����������������������)�����
���
���
������������������:�H���;1)�"<�����������

��!�' 3�
"
1
?
?

�� �
�� �
�
�

�
�

�
�
�

*��
���
������8�	�������
����3�;6)�-)�&<�����H�3�;")�6)�.)�$)�-)&<��(��������������!"'�3�1)
���!6'�3�")���!.'�3�1)���!$'�3�1)���!-'�3�")���!&'�3�"��(����

�������
�	��
�������������

7

��-�3 ��������*� ��������

������������������������������
��������������
������������
��D�����������	������
�4�!�'����������

�	�����
���������
���������������(��
�4���
���������������G�

*��
���
����������������8�	���


���0�	���6�3�1) �"-�	���$�3�.) 6-"�	���6�3�") "&&�	���.�3�1

�
��)�46�!0'�3�1) �����4$�!"-'�3�.) ����46�!6-"'�3�") ��� 4.�!"&&'�3�1�

��-�4 "��������������

(���
����	����������
��!�'����4��
����������



���!�' 3�



 ≠

1 ) �� 3 1

) �� 1
E E

�

�
�

�

(���
�����������
�����������
�;%")�1)�"<�

����3 &�"&�������	�

+����
�������������������
��������	����
�	�	�
������8����
�	�1����"#��(��
��
�������������
��������������
��

� � � � � � � � 	 
 �� �� �� �� �� �� ��

 0

A
χAχ



�� 7����	���������
��������/�
�
���������	����


D����
�����
��
������
��
������
���
�
����
������������

�������
���	��������
�����������
���
�
������
����������������
���������������
�����������	�������
��
����
�
��
������������	����

������

�����������
��������������
�������������	��������
�������

,!�' 3���	�����

D��
�����
�������������	�!��	��
'�������
��
����
�
��
����������
�����
� �����������	����

	�	�
��!�
���
������
�	�'�����������

�����������
�������������
���
�������������)���������
��
������������
������
�����

����(��������������
���
)��������
����
�
����������������
�
�9��
�������

�	������������
���������������8�������
������������������

�����������������������
��
����������)���	�������3�,!�'������������������������������������
���
�����������
���������)�	������
��
�����������8�������
������������������
������8������
������
�����
����
�
����������������5�
���
����
����
���
��
���
�������
�	�����
����������������
���)
�������
������������
�����������
�5����

*��
���
�����8�	�������������������������	�"-)�60#)�&&)�"0)�-)�-&6)�"16)�6-&�����--��
�������

��
�������
��
��������	����
�	�	�
������8����
�	�1����"#��,�
����3�"&������
�����
�����

,!"-'�3�"-�	���"&�3�"-)�,!60#'�3�60#�	���"&�3�"$��+�	���
���,!&&'�3�=)�,!"0'�3�")�,!-'�3�-)
,!-&6'�3�"")�,!"16'�3�1)�,!6-&'�3�6)�,!--'�3�$��(��
�������������������������	����
�	�	�
���

���������������������������
��

"16 "0 6-& -- - 0= && -&6 60# "-

1 " 6 . $ - # & 0 = "1 "" "6 ". "$ "- "#

>���
����
�������������
��
��0=��+�����,!0='�3�0=�	���"&�3�$)�0=�
���������
��
�����
���������$?��������
���
�������
���
����������������������
�����������
����
�
�����������������
�
��

�����
���
)����������
��
��0=�������������#)��������
��
�
����������������������
��

�"	 ,�
��5�($ �"�

Example 1 ����������	��	��	��������������	��	���
� ����!�����"������#$$#!����%&�%��%�#��'�����

�"���&����#�%��"#�����#��


'�
 �(����'�	��
	�'�	��
	�'�	��
�
'��
 �)����'�	��
	�'�	��
	�'�	��
	�'�	��
	�'�	��
�
'���
 �*����'�	��
	�'�	��
	�'�	��
	�'�	��
�
'�+
 �,����'�	��
	�'�	��
	�'�	��
	�'�	��
�

Solution: �������������3�;�)��)��)��<�����5�3�;&)�0)�=<�

!�' ����� ����������� �"�3�;!�)�&')�!�)�0')�!�)�0'<

(��
��	����
� /!�"'�3�;�)��)��<������,������"�����������������������

!��
 �����������������������6�3�;!�)�&')�!�)�0')�!�)�=')�!�)�=')�!�)�='<

(��
��	����
� �/!�6'�3�;�)��)��)��<�3�������!�)�&'����6�)�!�)�0'����6������&���0��(��
)��6��������

��������������

!���' ����� ������������.�3�;!�)�&')�!�)�0')�!�)�=')�!�)�='<

(��
��	����
��/!�.'�3�;�)��)��)��<�3����������
���
����
�����
��
����
�!�)��'����.�)�!�	��'����.

�����������3����+���.��
������������

!�+' ����� �$�3�;!�)�&')�!�)�&')�!�)�=')�!�)�0'<

(��
��	����
�/!�$'�3�;�)��)��)��<�3����������
���
����
�����
��
����
�!�)��'����$�)�!�)��'����$

�����������3����+���$��
������������



Function 81

Example 2 Give an example of a function which is
(a) Injective but not surjective. (b) Surjective but not injective.
(c) Bijective (d) Neither injective nor surjective.
(e) Constant.
Explain with the help of arrow diagrams.

Solution: (a) Let A = {a, b, c, d, e}and B = {1, 2, 3, 4, 5, 6}. Consider a function f1 from A to B as

f1 = {(a, 1), (b, 2), (c, 3), (d, 4), (e, 5)}
Now R (f1) = {1, 2, 3, 4, 5} π B. Hence f1 is not a surjective function but injective. The
arrow diagram is given below.

(b) Let A = {a, b, c, d, e} and B = {1, 2, 3}
Consider a function f2 from A to B as f2 = {(a, 1), (b, 2), (c, 3), (d, 3), (e, 3)}
Here R(f2) = {1, 2, 3} = B and (c, 3) Œ f2, (d, 3) Œ f2, (e, 3) Œ f2 such that c π d π e.
Thus f2 is surjective but not injective. The arrow diagram is given below.

(c) Let  A = {a, b, c} and B = {1, 2, 3}
Consider a function f3 from A to B as f3 = {(a, 2), (b, 3), (c, 1)}. Here R (f3) = {1, 2, 3} = B.
Therefore f3 is bijective. The arrow diagram is given below.

(d) Let  A = {a, b, c, d} and B = {1, 2, 3, 4, 5}.
Consider a function f4 from A to B as f4 = {(a, 2), (b, 3), (c, 4), (d, 4)}.
Here R(f4) = {2, 3, 4} π B and (c, 4) Œ f4, (d, 4) Œ f4 such that c π d.
Therefore, f4 is neither injective nor surjective. The arrow diagram is given below.

(e) Let A = {a, b, c, d} and B = {1, 2, 3}
Consider a function f5 from A to B as f5 = {(a, 2), (b, 2), (c, 2), (d, 2)}. This implies
f5 (x) = 2 for every x Œ A. Therefore f5 is constant. The arrow diagram is given below.

A                                 B                                C                                     D

a

b

c

d

e

a

b

c

d

e

a

b

c

a

b

c

d

f1 f2
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Similarly, it can be shown that P(1) = 1, P(2) = 2, P(3) = 3, P(5) = 7 and P(6) = 11 etc. A
recursive procedure to find the partition of a given integer n is given below.

5.2.1 Generating Function for Partitions

In number theory many methods are available to find the partitions of an integer. In this sub-
section we will discuss how generating function is used to compute the value of P(n) for an
integer n. On introducing generating function to compute P(n) can reduce the difficulty of
complex problems. This is because generating function can be manipulated more easily than
combinatorial quantities. The concept is based on power series and was first applied to
partitions by Euler. This is because the coefficient an of xn, in the power series

2
0 1 2

0

G( ) ... ...
∞

=

= = + + + + +∑ i n
i n

i

x a x a a x a x a x represents the number of ways that the event n

can happen.
In order to find a generating function for the number of partitions of a number n, our aim is

to find out the number of ones, twos, threes and so on are there in the partition. In each

partition, one can occur 0, 1, 2, ... times; thus contributing a factor of 2 3(1 ...)+ + + +x x x  to
the generating function G(x). Again, two can occur 0, 1, 2, … times; thus contributing a factor

of 2 4 6(1 ...)+ + + +x x x to G(x). Similarly, three can occur 0, 1, 2, 3, … times; thus contributing

a factor of 3 6 9(1 ...)+ + + +x x x to G(x). Proceeding in this manner, we find that the generating
function for the number of partitions of an integer is:

=

∞

= + + + + + + + + + + + +

= <
− − − −

= <
−∏

2 3 2 4 6 3 6 9

2 3 4

1

G( ) (1 ...)(1 ...)(1 ...)...
1 1 1 1

...; 1
(1 ) (1 ) (1 ) (1 )

1
; 1

(1 )k
k

x x x x x x x x x x

x
x x x x

x
x

The above function G(x) generates the sequence P(0), P(1), P(2), P(3), … , where we define

P(0) = 1. It implies that, if we consider the generating function 
1

1
G( )

(1 )

m

k
k

x
x=

=
−∏  for some

fixed m, then the coefficient of  xn is the number of partitions of n into summands that do not
exceed m. Some values of the partition function are given below in the form of a table for
reference.

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
P( ) 1 2 3 5 7 11 15 22 30 42

n
n

For example, to get the value of P(3), we have to compute the coefficient of x3 in the

generating function 
3

1

1
G( )

(1 )k
k

x
x=

=
−∏ . Thus we have
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From the above formula, the number of moves required to move 64 disks from tower A to
tower C is equal to

= − =s 64
64 2 1 18, 446, 744, 073, 709, 551, 615.

5.4.2 Rabbits and Fibonacci Numbers

A young pair of rabbits, one of each sex, is placed on an island. A pair of rabbits does not bread
until they are two months old. After they are two months old, each pair produces another pair
each month. Our aim is to find out number of pairs of rabbits on the island after n months,
assuming that no rabbits ever die. This famous problem was posed by Leonardo di pisa, also
known as Fibonacci.

A very elegant solution results from the use of recursion. First we consider tabulation and
then we fit a recurrence relation. The tabulation of reproduction is given below.

Month  
(n) 

Reproduction  
Pairs 

Young  
Pairs 

Total  
Pairs ( ns )  

1 
2 
3 
4 
5 
6 

0 
0 
1 
1 
2 
3 

1 
1 
1 
2 
3 
5 

1 
1 

2 = 1 + 1 
3 = 2 + 1 
5 = 3 + 2 
8 = 5 + 3 

Let sn denotes the number of pairs of rabbits after n months. From the above table it is clear
that, at the end of the first month, the number of pairs of rabbits on the island is one i.e., s1=1.
This is because this pair does not bread during the first two months. Therefore, s2=1. In the
third month the first pair produces one more pair of rabbits. So, the number of pairs is 2 i.e.,

= = +3 2 12 .s s s  Therefore, the number of pairs of rabbits after n months is equal to the sum of

members of rabbits in the previous month ( −ns 1 ) and the number of new born pairs (sn–2).
Therefore, we get the recurrence relation as

− −= +

= =
n n ns s s

s s
1 2

1 2

with

1, 1

The above recurrence relation is otherwise known as Fibonacci sequence.

5.4.3 Compound Interest

Another important real application of recurrence relation is to compute compound interest
when principal, rate of interest and number of years are given. Suppose that Mr. Smith has
deposited amount s0 in a savings account at a bank. Our aim is to compute the total amount
after n years if the rate of interest per year is r percent.

A very elegant solution results from the use of recurrence relation. Let sn denote the
amount in the account after n years. The amount in the account after n years is equal to the
sum of amount in the account after (n – 1) years and the interest paid in the nth  year. Therefore,
we get
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AB. Let the product matrix be P. Therefore, P is also a matrix of order (r × r). Here we adopt
a new strategy known as divide-and-conquer to get the product matrix P. For simplicity, we
assume that r is a power of 2, i.e., r = 2n. If r is not a power of 2, then find a least suitable
integer m greater than r and is a power of 2. Now, change both the input matrices A and B to
be of order (m×m) by introducing (m– r) number of rows and columns with entities as zero.

Algorithm

1. Partition both the given matrices A and B into 
2 2
r r ×  

 submatrices. Therefore, we get

 

Α Α 
 Α =  
 Α Α 

11 12

21 22

 and 
Β Β 

 Β =  
 Β Β 

11 12

21 22

where  Α Α Α Α Β Β Β Β11 12 21 22 11 12 21 22, , , , , , ,  are all  ×  2 2
r r

submatrices.

2. Compute fourteen matrices 1 2 7 1 2 7, , , , , , ,Α Α Α Β Β Β  of order  ×  2 2
r r

r as below.

Α = Α + Α
Α = Α − Α
Α = Α − Α
Α = Α + Α
Α = Α + Α
Α = Α
Α = Α

1 11 22

2 12 22

3 11 21

4 11 12

5 21 22

6 11

7 22

( );
( );
( );
( );
( );

;
;

Β = Β + Β
Β = Β + Β
Β = Β + Β
Β = Β
Β = Β
Β = Β − Β
Β = Β − Β

1 11 22

2 21 22

3 11 12

4 22

5 11

6 12 22

7 21 11

( );
( );
( );

;
;

( );
( );

3. Compute seven matrices 1 2 7, , ,Μ Μ Μ  of order  ×  2 2
r r

such that

, 1, 2, , 7i i i iΜ = Α Β =

4. The product AB can then be expressed as

Ρ Ρ 
 Ρ = ΑΒ =  
 Ρ Ρ 

11 12

21 22

where Ρ Ρ Ρ Ρ11 12 21 22, , ,  are all   ×  2 2
r r

submatrices to be computed such that

Ρ = Μ + Μ − Μ + Μ
Ρ = Μ + Μ

11 1 2 4 7

12 4 6

Ρ = Μ + Μ
Ρ = Μ − Μ − Μ + Μ

21 5 7

22 1 3 5 6

A quick count indicates that such an algorithm requires 7 multiplication operations and 18

addition operations of order  ×  2 2
r r

. Let sn denote the total number of arithmetic operations

required to multiply two  × = ×( ) (2 2 )n nr r matrices. Therefore, we have

    −
−= + × 2 2

17 18 2 n
n ns s  with the initial condition s0 = 1



��� ����
����
�� ����
�	����/��������!
�	��
����

�	�������	�������������������������
�������	��
��
����������������
������
�������������
�

−
−− = × =#

# "< #8 � � #�

� �� � � ��������'�(

�	���	
�
�������������
����������
���
�

− = =< " � �� <� � 
 �

�	��	�������������������������
���
�

��� # '<(� �

�� =

0����	���
������
�������������� 5� �=� �

�� ��	������������
�����'�(�������

# # <5 #8
5� <5� #8 � � �� � 5 �

� �

− −    − = ⋅ − =      
� � � � �� 


=�����
������	�����������������������	��������������5�1�7���	����������	�����
���������������	�

��������������
����������
���
�

����
# '<( 7 �� � � �

� � �� � �= + = + ⋅

=�������� �	�� �����
�� �����������"�1�#��������� #�1�<���	��������� �	�� ���
�� ��������� ��� �	�

��������������
����������
���
�

���� �� ��< < 7 � < < 7 � > E �� F= ⋅ + ⋅ = ⋅ + ⋅ =�
� � � �

�� � �

������ ⋅= ⋅ + ⋅ = ⋅ + ⋅�� < �� � $ 8# $< 7 < 7� � � �

�	�����	���������������������	��
������	������������
��
����� ⋅θ $ 8#' (� ��3��������
��������

����������������	
���	�������
����
���%����������
�����

��

�' �0����7����� (

0��� # $� � � �� � � !� � � �+ + � ����
�������������������	
��
������������������
���������������������


������������������������	��	���
���
����������������������������	������������	��������������

������������	���������	�������
��������������������	������%�L!I����	��	
� =!� � �������	���������

�������������������	���������	���L!I�����������������*�����0��� 5 ' � � � � (= � �� !� � � � ���������
�


�����
��� ����
���� ��� �	��� ��
��	� ����������	������ ��� �	��������� ��� ��������� ��� �	�� ����

+ +# # $� � ����� �� � !� � � � �
���������	������������������
��	����C���������������
��������
��
������	�

����	������
�����
��	�

���������

>

+ =   

#� J ' � � � (

$� ' (

.� '"(

��

' (
6�

$

"����# �
���� � � ! �

�� � ! ��
�

�
����


��


� !
�

=7� ' (��� � � ��
�



&����
��������������
���9����������9��
���� ���

�� <
<� ' (

8� ' (�

�
���� �

�� � �

�� = −,� #! �

= +
#"�

##� #

#$� J ' � � � (

#.� J


��


! �

"����# �
���� � � ! �


�� "����# �
����

D�������	

��������������	�������������%��������	���������
����0����	�����
�����������

�������������	�������������/���������
���	�������)�
��������������1�#���	����	���������������
���

��������������������
����	�����1�!�����������)�
�����	������������������������������
�������7����

�	��
������	������������
�����
�������������
�������#$��C���
��������	����������
���������
��

��
��	���������	

�� >� ! �
����	��
������	�������������
���
�������.��������������

����"�

�	��������� ��� ��� ���
�� �	
�� �	�� 
������	�� ��
����� �������	����� 1� #���	��������� �	�� �����
�

���������������
���
�

�#�1�$�

�����B#���	���������������A !���	�����	������������
�������$�����
���������	�������)�
�����	�

��������������������������
�������7�
����	����	��
������	������������
�����
�������#$��3����	�

������������������	����
��
�����
�������#$�����
���	����
�����	����*������	������������	
����

������
�������#$���	�����	����*�������	�������
������	������������	��������
�����������
���
− 

  
#

$

�


���
 
  $
�
� � ��������
����� ���	�������)�
�������������	� �
�������������������������  

  

=
$


 �
� � �

�	����������	����������������
���������	�����
�����
��	������
���
�

��
 
  

= +
$

#� �
� � ����	� =# $� ���� �-'�(

3��	�����������������������
������
�������������������
���	���
���������
���	����	��������


���������$��0�������
��� = $ ��� ��	���������
��
����������������
�����'�(�����������

� −= +#$ $
#� �� � ��� -'��(

���	 �� =# $�

0�������
��� =
$
���� � �	��������� = ="# "$

�� � � �3����	��
��
�����
�����'��(����	������
�����������

����������

�� −= +# #� �� � ����	� =" $�

=�����
�����������
��
�����	�������	

�

���

−

− −

− −

−

= +
= + + = + ×
= + + × = + ×
=
= + × = + = +
� � � �

#

$ $

. .

"

#

# # $ #

# $ # . #

# $

� �

� �

� �

� �

� �

� �

� �

� � � � �



��� ����
����
�� ����
�	����/��������!
�	��
����

�	��������������� = +$�� � -'���(

=��������������� = $�� ��������� = =�� �� $ �� � � �	����������	��
��
�����
�����'���(�����������

��
�	

= +
= +
$ ��

$ ��

�

�

� �

� �

�������������
����������$���	��������������������������������$��3���������

− ≤ ≤#$ $� ��

3������	����
����������������������
������������

��
�	
− ≤ ≤

+ − ≤ + ≤ + = = +�

#$ $

$
$ ' #( $ �� $ E $ F

� �

�

�

�

� � �

� � � � � �

�	�����������������������	������)���
������������

−< + = ≤ ≤ = + < +#$ $
�� # $ . ��� ��� � � � � � �

�	���� = θ'�� (�� � ���	�������	�������)�
����������������������
�����
��	����������������*����

�	*8�
��9�%�*��

Example 1���������
��
�
�����������������������
�����
�������
��
$�
��
�����
�����
�
���%	�%	
%	�&	�&	�&	�&	�'

Solution:���+��������	
�� + + + + + + =
−

� �
$ . #

#
#

�� � � �
�
�

�	����������	�������
�����������������#��#��#��-����
−
#

# �
��������������	
�

+= + + + + +
−

�

.
. � 6 . ���

#

��
� � � �

�
�

C�������	�������
�������������������	����������������
����������"��"��"��#��#��#��-���
−

.

#

�

�
�

Example 2���������
��
�
�����������������������
�����
�������
��
$�
��
�����
�����
�
���(	�(	
%	�(	�(	�'

Solution:���+��������	
�� $ . #
# ��� ���

#
+ + + + + + =

−
�� � � �

�
�

�	�������� ���������
$ . $

$ $ $ $ ��� $ ���
#

+ + + + + + =
−

�� � � �
�
�

������������	
��
$ .

"
$

$
$ $ $ $ ��� $ ��� $ �

#

∞

=
≠

− = + + + + + =
− ∑� �

�
�

� � � � �
�

�3����	�������
����������������

$��$��"��$��$��-���� −
−

$$
$ �

#
�

�

Example 3� �)��*
� ��
� �
����
��
� �
�������
# $ �� � �� +� &%� % � (− −− + = ≥ �� ��� ��� ��*
�� ����� ��


���������������������
� "� %= ����� #� ,= �



&����
��������������
���9����������9��
���� ���

Solution:���&�
����	
���	����������������
����� − −− + =# $< #" "� � �� � �

�	���	
�
�������������
����������
���
�

− + =$ < #" "� �

=�����
�����	��
��
�����
��������������	���	
�
���������������

��1�$�
�����1�6

�	����������	���������������	����������������
����������
���
�

# $ '$(  '6(= +� �

�� ���'�(

=������������	�������
��������������������

# $ "

# $ #

  " E "F

$ 6 . E .F

+ = =
 + = =

�

�

�

�

=�����
�����	��
��
�����
������������� # #= − �
��� $ #�= ��	�����������������
�����'�(����

���

= − +#'$( 6� �

�� �

Example 4� �)��*
� ��
� �
����
��
� �
������ � � & � ( %� +� &%� %	 � %− −− + = = ���� �&��� ,� �#� �����

�
�
������������������
�
�� � (≥ �

Solution:�������������	����������������
����

− −− + = ≥

= =
# $

" #

< #" "� $

"� .

� � �� � � �

� �
���'�(

!��������������	�������������
�����'�(��� ��� �������

− −− + =# $< #" "� � �

� � �� � � � � � ���'��(

3����������
�����'��(�����
�������≥ $��������
∞ ∞ ∞

− −
= = =

− + =∑ ∑ ∑# $

$ $ $

< #" "� � �

� � �

� � �

� � � � � � ���'���(

D�����	
�� �

�

�

� � �
≥

= ∑
"

&' ( ���	������������
�����'���(�����������

� �

� �

� �

� � � � � � � � � �
∞ ∞

− −
− −

= =

− − − + =∑ ∑# $ $

" # # $

$ $

'&' ( ( < #" "

$

" # "

$

" # "

$

# #

" "

� �� '&' ( ( < '&' ( ( #" &' ( "

� �� &' ('# < #" ( < .

. . # #
� �� &' (

# < #" '# $ ('# 6 ( # $ # 6

� �� &' ( #'# $ ( '# 6 ( # '$ ( '6 (− −

≥ ≥

− − − − + =

− + = + − =
−

= = = +
− + − − − −

= − − + − = − +∑ ∑� �

� �

� 
 � � � � � � � � �

� 
 � � � � � � � � �

� �
� 
 �

� � � � � �

� 
 � � � � �



��� ����
����
�� ����
�	����/��������!
�	��
����

=�����
������	����������������� �� ���	��������������

= − + ≥' #($ 6 � "� �

�� �

Example 5� � )��*
� ��
� �
����
��
� �
������ � � & � ( %� -� -� % � &− −− + = =� � ���� �#� 1 .� �#� �����

�
�
������������������
�
�� � (≥ �

Solution:������������	����������������
����

− −− + = ≥

= =
# $

" #

� � "� $

#� 7

� � �� � � �

� �

��������'�(

!��������������	�������������
�����'�(��� �� ��������

− −− + =# $� � "� � �

� � �� � � � � � �������'��(

3����������
�����'��(�����
������� ≥ $��������
∞ ∞ ∞

− −
= = =

− + =∑ ∑ ∑# $

$ $ $

� � "� � �

� � �

� � �

� � � � � � ������'���(

D�����	
��
≥

= ∑
"

' ( �

�

�

/ � � � ���	������������
�����'���(�����������

# $ $

" # # $

$ $

'&' ( ( � � "� �

� �

� �

� � � � � � � � � �
∞ ∞

− −
− −

= =

− − − + =∑ ∑
$

" # "

$

" # "

$ $ $

# $

$ $

� �� '&' ( ( � '&' ( ( � &' ( "

� �� &' ('# � � ( � # $

# $ # $ # $
� �� &' (

# � � '# $ ( # $ '# $ (

� �� &' ( #'# $ ( $'# $ (

� �� &' ( #'# $ '$ ( ( $'# $'$ ( .'$ (

� 
 � � � � � � � � �

� 
 � � � � � � � � �

� �
� 
 �

� � � � �

� 
 � � �

� 
 � � � � �

− −

− − − − + =

− + = + − = +
+ + −= = = +

− + − − −
= − − + −

= − + + + + + + +�

" "

(

� �� &' ( # '$ ( $ ' #('$ (� �

� �

� 
 � � � �
≥ ≥

= − + +∑ ∑
�

=�����
������	�������������������������	��������������

+= − + + = + ≥#' #($ ' #($ '# $ ($ � "� � �

�� � � �

Example 6��)��*
���
��
����
��
��
������� �� � & � ( %� -� -� % � &− −− + = = ����� =# 7� ��������������

�
�
������������������
�
�� � (≥ �

Solution:������������	����������������
����

− −− + = ≥

= =
# $

" #

� � "� $

#� 7

� � �� � � �

� �

��������������������'�(

�	���	
�
�������������
���������	�����
�����'�(������
���
�

$ $� � "� � �� ' $( "� � � 
 �− + = − =



&����
��������������
���9����������9��
���� ���

�	�� �	
�
���������� ������ 
��� ��
��� 
�� �� 1� $�� $�� �	��������� �	�� ��������� ��� �	�� ����������

���
����������
���
�

# $'  ($��� �= + �������'��(

=������������	�������
��������������������

# "

# $ #

 # E #F

$ $ 7 E 7F

�

�

= =
 + = =

�

�

=�����
�����	�������
������������� # #= �
��� $ $= ���	����������	���������������	������������

���
����������
���
�

'# $ ($ � "�

�� � �= + ≥

Example 7��)��*
���
�����
�
��
�
$������� ��� � & � (� +� &%� ,− −− + = ���*
������� "� %= ����� #� &= �

Solution:    ����������	����������������
����

− −− + =
= =

# $

" #

< #" .

"� #

�

� � �� � �

� �

��������'�(

�	���	
�
�������������
���������	����������������
�����'�(������
���
�

��
�	

− + =
− − =

$ < #" "

' $(' 6( "

� �

� �

�	����������	���	
�
����������������
�����1�$��6��3����	��	������������������������	�����
����

'�(������
���
�

# $ '$(  '6(� � �

�� = + �������'��(

0����	���
������
���������������	����������������
�����'�(���� 5.� �

�� = ���	������������
�����'�(

������

��
�	

# $5. <5. #"5. .

<5 #"5
. 5 .

. ,

� � � �

� �

− −− + =

 − + =  

��
�	
$5

. .
,

� � − =  

=�����
������	�����������������.� ����	���������������
,

5
$

= − ���	����������	���
������
����������

�����
���
��
 = −  
,

. �
$

� �

�� �C�������	���������������	����������������
�����'�(������
���
�

# $

,
 '$(  '6( .

$

� � � � �

� � �� � �
 = + = + + −  



��� ����
����
�� ����
�	����/��������!
�	��
����

=������������	�������
��������������������

# $ "

# $ #

,
  E "F

$

$,
$ 6 E #F

$

�

�

 + = =

 + = =

�

�

=�����
�����	�������
�������������
# 

8
.

= �
���
$

## �
7

= ��	����������	�����
���������������	�

��������������
����������
���
�

( )= + + −8 ,##
. 7 $
'$( '6( .� � �

��

Example 8��)��*
���
�����
�
��
�
$������ � � & � (� .� 0� ,− −+ + = ����*
������� �% &� % � &= = �

Solution:�&�
����	
���	����������������
����

# $7 , .� � �� � �− −+ + = �����-'�(

�	���	
�
�������������
����������
���
�

$ 7 , " � �� .� .+ + = = − −� � � 
 �

�	��	�������������������������
���
�

# $'  (' .(� �

�� �= + −

0����	���
������
�������������� 5=�

�� ���	�����������������
�����'�(��������

5�2 75�2�,5�1�.> ��
����5�1�
.

#7

�	�����	�����
���������������	����������������
����������
���
�

# $

.
'  (' .(

#7

� � �

� � �� � � �= + = + − +

G����������
������������� " #"� #� �= = ��������

#

# $

.
 " "

#7

.
'  (' .( # #

#7

��� �

��� �

 + = =

 + − + = =

=�����
�����	�������
������������� #

.
 

#7
= − 
��� $

#
 �

#$
= − ��	����������	�����
�������������

�	����������������
����������
���
�

 = − + − +  
. # .

�' .(
#7 #$ #7

�

�� �

Example 9��)��*
���
�����
�
��
�
$������� � � & � (� (� � ,− −− + = ����*
������� �% &� % � &= = �

Solution:��&�
����	
���	����������������
����

# $$ .� � �� � �− −− + = �����-'�(



&����
��������������
���9����������9��
���� ��	

�	���	
�
�������������
����������
���
�

− + =$ $ # " � ��� � � 
 = #� ����
����������������������$�

�	��	�������������������������
���
�

# $'  ('#(� �

�� �= +

���������
���	
��#����
��	
�
�������������������������������$�
���.��
�������������
�� $. #⋅ ��0����	�

�
������
�������������� $5�

�� �= ��3������
�����'�(�����������

$ $ $5 $5' #( 5' $( .� � �− − + − = ��
��
.

5 1
$

�	�����	�����
���������������	����������������
����������
���
�

$

# $

.
'  ('#(

$
� � �

� � �� � � � �= + = + +

G����������
�������������� " #"� #� �= = ��������

#

# $

 " "

.
  # #

$

��� �

��� �

= =

 + + = =

=�����
�����	�������
���������������
# "= 
���

$

#
 

$
= − ���	����������	�����
���������������	�

��������������
����������
���
�

$.

$ $
�

� �
� = − +

Example 10��)�����������
���������������������
�����
�
��
�
$������

�������� (

� � & � (� 1� .� (-�− −+ + = ���� ' ( ' (� � (

& (

&+ ++
� ( � , (� �

, &(
− + − + + + �

�����������������
�
��#������$���
�����������

Solution:��&�
����	
���	����������������
����
$

# $6 7 $�� � �� � � �− −+ + = ��������'�(

�	���	
�
�������������
����������
���
�

$ 6 7 "� �+ + =
=�� ���
���� �	�� 
��
�� ���
�������� ���� �	�� �	
�
���������� ������ �14$�� 4.�� �	��������� �	�

	�������������������������
���
�

# $ ' $(  ' .(� � �

�� = − + −

��������
����	
���	�����	��	
������������	����������������
���������$��$���	������
���������
����

�������$���	�������������������	���
������
�����������
�� $

# $ .5 5 5�

�� � �= + + ��3������
�����'�(

����������

$ $ $ $

# $ . # $ . # $ .E5 5 5 F 6E5 ' #( 5 ' #( 5 F 7 E5 ' $( 5 ' $( 5 F $�+ + + − + − + + − + − + =� � � � � � �

��
�� $ $

# $ # # $ .#$5 '#$5 .�5 ( '$,5 #<5 #$5 ( $�� � �+ − + − + =



118 Fundamental Approach to Discrete Mathematics

On equating the coefficients, we have

1 1

2 1 2

1 2 3 3

12P 24 . ., P 2
17

12P 34P 0 . ., P
3

77
(29P 17P 12P ) 0 . ., P

12

i e

i e

i e

= =

− = =

− + = =

So, the particular solution is given as = + +2 17 77
2

3 12
p
ns n n .

Thus, the total solution to the difference equation is given as

2
1 2

17 77
A ( 2) A ( 3) 2

3 12
h p n n

n n ns s s n n= + = − + − + + +

Example 11  Find the total solution of the difference equation n n 1s s 5−− = , given that 0s 2= .

Solution:   Given that the difference equation 1 5n ns s −− =     … (i)

The characteristic equation is given as

− = =1 0 . ., 1r i e r  is a characteristic root.

The homogeneous solution to the difference equation is given as

1A (1)h n
ns =

It is clear that 1 is a characteristic root and 5 can be written as 5.1n. Let the particular solution

be P=p
ns n . Therefore, equation (i) reduces to

P P( 1) 5n n− − = i.e., P = 5
Thus, the total solution to the difference equation is given as

1A 5h p
n n ns s s n= + = +

Using initial condition 0 2s =  we get 1A 2= . Therefore, the total solution to the difference
equation is given as

2 5ns n= +

Example 12  Find the total solution of the difference equation . n
n n 1s 2s 5 2−− = , given that 0s 7= .

Solution:  Given that the difference equation  −− = ⋅12 5 2n
n ns s      …(i)

The characteristic equation is given as

i.e., − = =2 0 2r r   is a characteristic root.

The homogeneous solution is given as 1A (2)h n
ns =

Let the particular solution be P 2 .p n
ns n=  So, equation (i) reduces to

1P 2 2P( 1)2 5 2n n nn n −− − = ⋅
i.e., 2 [P P( 1)] 5 2n nn n− − = ⋅
i.e., P 5=
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Thus, the total solution to the difference equation is given as

1A (2) 5 2h p n n
n n ns s s n= + = +

Using initial condition =0 7,s  we get 1A 7= . Therefore, the total solution to the difference
equation is given as

7(2) 5 2n n
ns n= + .

Example 13  Solve the difference equation ( ) ,n
n n 1 n 2s 4s 4s n 1 3− −− + = +  given that 0s 0=  and

1s 2= .

Solution:  Given that the difference equation

1 24 4 ( 1)3n
n n ns s s n− −− + = +      …(i)

The characteristic equation is given as
2 4 4 0 . ., 2r r i e r− + = = is a characteristic root of multiplicity 2.

The homogeneous solution is given as 1 2(A A )2h n
ns n= +

Let the particular solution be 1 2(P P )3= +p n
ns n . So, equation (i) becomes

1 2
1 2 1 2 1 2

1 2 1 2 2 1 2 2

1 2 2

(P P )3 4(P P ( 1))3 4(P P ( 2))3 ( 1)3
4 4

. ., 3 [P P (P P P ) (P P 2P )] 3 3
3 9

1 1
. ., 3 (P 4P ) P 3 3 .

9 9

− −+ − + − + + − = +

+ − + − + + − = +

  + + = +    

n n n n

n n n

n n n

n n n n

i e n n n n

i e n n

On equating the coefficients, we get 2P 9=  and 1P 27= − .

Therefore, the total solution is given as

1 2(A A )2 (9 27)3= + = + + −h p n n
n n ns s s n n

Using initial conditions 0 0s =  and 1 2s = , we get 1A 27= and 2A 1= . Therefore, the total
solution to the difference equation is given as

(27 )2 (9 27)3n n
ns n n= + + − .

Example 14 Find the total solution to the recurrence relation ( ) ,− −− + = +2 n
n n 1 n 2s 4s 4s n 1 2

given that 0s 0= and .=1s 2

Solution:  Given that the difference equation
2

1 24 4 ( 1)2n
n n ns s s n− −− + = +      …(i)

The characteristic equation is given as
2 4 4 0 . ., 2r r i e r− + = =  is a characteristic root of multiplicity 2.

The homogeneous solution is given as 1 2(A A )2h n
ns n= +

As the right hand side of the given difference equation is 2( 1)2nn + and 2 is a characteristic
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root of multiplicity 2, the general particular solution to the difference equation is
2 2

1 2 3(P P P ) 2p n
ns n n n= + + . So, equation (i) reduces to

−

−

+ + − + − + − − +
+ − + − − = +

+ + − − − − − −

+ − + − + − = +
+ − +

2 2 2 2 1
1 2 3 1 2 3

2 2 2 2
1 2 3

2 3 4 2 3 4
1 2 3 1 2 3

2 3 4 2
1 2

1 2

(P P P ) 2 4(P P ( 1) P ( 1) )( 1) 2

4(P P ( 2) P ( 2) )( 2) 2 ( 1)2

. ., 2 [P P P 2P ( 1) 2P ( 1) 2P ( 1)

P ( 2) P ( 2) ( 2) ] ( 1)2

. ., 2 [2P (6 6)P

n n

n n

n

n

n

n n n n n n

n n n n

i e n n n n n n

n n n n

i e n − + = +

− + + − + = +

2 2
3

2 2
1 2 3 2 3 3

(12 24 14)P ] ( 1)2

. ., 2 [(2P 6P 14P ) (6P 24P ) 12 P ] ( 1)2

n

n n

n n n

i e n n n

On equating the coefficients, we get

3 2 312P 1; 6P 24P 0= − =     and    1 2 32P 6P 14P 1− + =

On solving these equations, we get, 1 2
11 1

P , P
12 3

= =  and 3
1

P .
12

=

Therefore, the total solution is given as

2 2
1 2

11 1 1
(A A )2 2

12 3 12
h p n n

n n ns s s n n n n = + = + + + +  

Using initial conditions s0 =0 and s1=2, we get 1A 0=  and 2
1

A .
3
−= Therefore, the total

solution to the difference equation is given as

 = − + + +  
2 21 11 1 1

2 2
3 12 3 12

n n
ns n n n n

Example 15  Solve the difference equation

1 2 3n n n ns s s s− − −= + + +

given that 0s 4= .

Solution:  Given that the difference equation

1 2 3n n n ns s s s− − −= + + +      …(i)

On taking n = n – 1, we get

1 2 3 4n n n ns s s s− − − −= + + +     …(ii)

On squaring the difference equation (i) we get

− − −= + + +2
1 2 3n n n ns s s s

i.e., − −= +2
1 1n n ns s s

i.e., −− =2
12 0n ns s    ...(iii)
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Let us take = lg .n nb s  It implies that = 2 .nb
ns  So, equation (iii) reduces to

1

1

2

2 1

(2 ) 2(2 ) 0

. ., 2 2 0

n n

n n

b b

b bi e

−

− +

− =

− =

This is possible only when 12 1 0n nb b −− − =    …(iv)

Now, we have to solve this first order, linear and non-homogeneous difference equation (iv).
So, the characteristic equation is given as

− = =
1

2 1 0 . ., .
2

r i e r

Therefore, the homogeneous solution is given as 1
A .

2

n
h
nb  =   

Let the general particular solution to the equation (iv) is = Pp
nb . So, equation (iv) reduces to

2P – P – 1 = 0 i.e., P = 1.
Thus, the total solution is given as

1
2A( ) 1h p n

n n nb b b= + = +     …(v)

Again, we have 0 0lg lg 4 2b s= = = . On imposing this condition we get 0A 1 2b+ = = , i.e.,
A = 1. Therefore, the total solution is given as

    
 = +  

1
1

2

n

nb

i.e.,
 = +  

1
lg 1

2

n

ns

i.e.,    
  +  =

1
1

22
n

ns

Example 16   Solve the difference equation 2
n n 1s 2s 0−− = ,  given that the initial condition .0s 4=

Solution:  Given that 2
12 0n ns s −− =      …(i)

Let us take = lg .n nb s  It implies that = 2 .nb
ns  So, equation (i) reduces to

−− =12(2 ) 2(2 ) 0n nb b

i.e., 12 12 2 0n nb b − +− =

This is possible only when 12 1 0n nb b −− − =     …(ii)

The above equation (ii) is of first order, linear and non-homogeneous and hence can be solved.
So, the characteristic equation is given as

− = =
1

2 1 0 . ., .
2

r i e r

Therefore, the homogeneous solution is given as 1
A .

2

n
h
nb  =   
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Let the general particular solution to the equation (ii) is P.p
nb =  So, equation (ii) reduces to

2P – P – 1 = 0 i.e., P = 1.
Thus, the total solution is given as

 = + = +  
1

1
2

n
h p

n n nb b b A    …(iii)

Again, we have = = =0 0lg lg 4 2b s . On imposing this condition we get, 0A 1 2b+ = = i.e.,
A = 1. Therefore, the total solution is given as

i.e.,
1

1
2

1 1
1 . ., lg 1

2 2

2
n

n n

n n

n

b i e s

s
  +  

   = + = +      

=

Example 17  Find the total solution of the difference equation .n
n n 1 n 1ns ns s 2− −+ − =

Solution:  Given that the difference equation

− −+ − =1 1 2n
n n nns ns s

i.e., −+ − =1( 1) 2n
n nns n s      ...(i)

Let us take = .n nb ns  Therefore, 1 1( 1) n nn s b− −− = . Thus, the difference equation (i) reduces to

1 2n
n nb b −+ =    … (ii)

The above equation (ii) is of first order, linear and non-homogeneous and hence can be solved.
So, the characteristic equation is given as

+ = = −1 0 . ., 1r i e r

The homogeneous solution is given as  A( 1)h n
nb = − .

Let the general particular solution to the equation (ii) is P2p n
nb = . So, equation (ii) reduces to

1P2 P2 2n n n−+ =

On equating the coefficient of  2n, we get 2
P .

3
=  Thus, the total solution to the difference

equation (ii) is given as

2
A( 1) 2

3
2

A( 1) 2
3

h p n n
n n n

n n
n

b b b

ns

 = + = − +   

 = − +       ...(iii)

The above equation (iii) is the required total solution.

Example 18   Solve the difference equation 1 !;n ns ns n n 1−− = ≥ with initial condition 0s 2= .

Solution:   Given that −− = ≥1 !; 1n ns ns n n      …(i)
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Let us take / !n nb s n=  . Therefore, 1 1 /( 1)!n nb s n− −= − . Thus, equation (i) reduces to

i.e.,
−

−

− − =
− =

1

1

! ( 1)! !
1

n n

n n

n b n n b n
b b     ...(ii)

The above equation (ii) is of first order, linear and non-homogeneous and hence can be solved.
So, the characteristic equation is given as

1 0 . ., 1r i e r− = =

Therefore, homogeneous solution is given as A(1)h n
nb = .

Since, the characteristic root of the difference equation is 1 and 1 can be written as 1n, the

general form of particular solution is Pp
nb n= . So, equation (ii) reduces to

P P( 1) 1 . ., P 1n n i e− − = =

Thus, the total solution to the difference equation (ii) is given as

A(1)h p n
n n nb b b n= + = +    …(iii)

Again, we have 0 0 / 0! 2b s= = . On imposing the condition in equation (iii), we get A = 2. Thus,
the total solution is given as

= +2(1)n
nb n

i.e., = +/ ! 2(1)n
ns n n

i.e., = ∗ +! (2 1 )n
ns n n

Example 19  Compute the product AB by using Strassen’s matrix multiplication algorithm where

2 4
3 5

 
=  

 
Α and

1 6
3 2

 
=  

 
Β

Solution: Given that the matrices

2 4

3 5

 
 Α =  
  

 and
1 6

3 2

 
 Β =  
  

Partition both the given matrices A and B into submatrices of order (1×1). Therefore, we get
the submatrices 11 12 21 22 11 12 21 22, , , , , , ,Α Α Α Α Β Β Β Β  as below.

11 12 21 22

11 12 21 22

2, 4, 3, 5
1, 6, 3, 2

Α = Α = Α = Α =
Β = Β = Β = Β =

Now, compute fourteen matrices 1 2 7 1 2 7, , , , , , ,Α Α Α Β Β Β  as below
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Α = Α + Α = Β = Β + Β =
Α = Α − Α = − Β = Β + Β =
Α = Α − Α = − Β = Β + Β =
Α = Α + Α = Β = Β =
Α = Α + Α = Β = Β =
Α = Α = Β = Β − Β =
Α = Α = Β = Β − Β =

1 11 22 1 11 22

2 12 22 2 21 22

3 11 21 3 11 12

4 11 12 4 22

5 21 22 5 11

6 11 6 12 22

7 22 7 21 11

( ) 7; ( ) 3;
( ) 1; ( ) 5;
( ) 1; ( ) 7;
( ) 6; 2;
( ) 8; 1;

2; ( ) 4;
5; ( ) 2

Compute seven matrices 1 2 7, , ,Μ Μ Μ  of order (1×1) such that i i i=M A B , 1,2,...,i = 7.

Therefore, we get

1 2 3 4 5 6 721, 5, 7, 12, 8, 8, 10Μ = Μ = − Μ = − Μ = Μ = Μ = Μ =

Now, compute the submatrices 11 12 21 22, , ,Ρ Ρ Ρ Ρ  as below:

11 1 2 4 7

12 4 6

21 5 7

22 1 3 5 6

14
20
18

28

Ρ = Μ + Μ − Μ + Μ =
Ρ = Μ + Μ =
Ρ = Μ + Μ =
Ρ = Μ − Μ − Μ + Μ =

Therefore, the product AB is given as

11 12

21 22

14 20

18 28

Ρ Ρ   
   Ρ = ΑΒ = =   
   Ρ Ρ   

Example 20  Solve the difference equation 2 2
n n 1s 2s 1−− = ;  with initial condition 0s 2= .

Solution:  Given that 2 2
12 1n ns s −− =      ...(i)

Let us take 2
n nb s= . Therefore, 2

1 1n nb s− −= . Thus, equation (i) reduces to

12 1n nb b −− =     …(ii)

This is a first order, linear and non-homogeneous difference equation and hence can be solved.
So, the characteristic equation is given as

i.e., − = =2 0 2r r

Therefore, homogeneous solution is given as A(2)h n
nb = .

Let the general form of particular solution is p
nb P= . So, equation (ii) reduces to

i.e., P 2P 1 P 1− = = −

Thus, the total solution to the difference equation (ii) is given as

A(2) 1h p n
n n nb b b= + = −    …(iii)
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Again, we have = =2
0 0 4.b s  On imposing the condition in equation (iii), we get A = 5. Thus, the

total solution is given as

= ∗ − = ∗ −25 2 1 5 2 1n n
n nb i.e., s

i.e., = ∗ −5 2 1n
ns

Example 21  Determine sn if , , ,0 1 2s 0 s 1 s 4= = = and s3 =12 satisfy the difference equation

− −+ + = .n 1 n 1 2 n 2s c s c s 0

Solution: Given that 1 1 2 2 0n n ns c s c s− −+ + =      …(i)

and 0 1 2 30, 1, 4, 12s s s s= = = = .

On putting n = 2 in equation (i), we get

+ + = = −2 1 1 2 0 10; . ., 4s c s c s i e c

On putting n = 3 in equation (i) we get

+ + = + = −3 1 2 2 1 1 20; 4 12s c s c s i.e., c c

⇒ =2 4c

Therefore, equation (i) reduces to 1 24 4 0n n ns s s− −− + = . The characteristic equation is given as

− + = =2 4 4 0 2, 2r r i.e., r

Thus, the total solution is given as ( )2n
ns n= Α + Β . On imposing the initial condition 0 0s =

and =1 1s , we get B = 0 and A =
1

.
2

 Therefore, the total solution to the difference equation is

given as
12 .n

ns n −=

Example 22  Solve the difference equation ,n n 1 n 2s s s 0− −+ + =  given that 0s 0=  and 1s 2= .

Solution:  Given that 1 2 0n n ns s s− −+ + =      …(i)

The characteristic equation to the above equation is given as

2 1 3
1 0 .,

2 2
i

r r i.e r+ + = = − ±

Thus, the homogeneous solution is given as

   
= Α − + + Α − −      1 2

1 3 1 3
2 2 2 2

n n

n

i i
s

On using the initial conditions =0 0s  and =1 2s , we get

Α + Α = =

Α − Α = =

1 2

1 2

0; 0
4

; 1
3

n

n
i
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1  1        

2  1  2       

3  1  3  6      

4  1  4  9  18     

5  1  5  14  25  43– 49    

6  1  6  18  35 – 41  58– 87  102 –165   

7  1  7  23  49 – 61  80 –143  113 – 298  205 – 540  
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Combinatorics 157

From the code word it is clear that each place can be filled in two ways. Therefore, the total
code words = 2 × 2 × 2 × 2 × 2 × 2 = 64.
Example 8  In how many ways 25 answer papers are arranged so that a particular pair of
answer papers shall not come together?
Solution:  Given that there are 25 answer papers. The restriction is that two answer papers
cannot be put together.

Let us consider this particular pair of answer papers as one answer paper. So we have 24
answer papers instead of 25 answer papers. Now these 24 answer papers can be arranged in
P(24, 24) = 24! ways.

Now the 2 particular answer papers can arranged in 2! ways, on assuming that they are
one. So the total number of ways when particular pair of answer papers is always together is
equal to

24! × 2! = 2 × 24!
But the 25 answer papers can be arranged in P(25, 25) = 25! ways.
Therefore, the number of ways in which a particular pair of answer papers is never together is
equal to

= 25! – 2 × 24! = 25 × 24! – 2 × 24!
= 24! × (25 – 2) = 23 × 24!

Example 9  Find the number of ways in which 8 men and 4 women stand in a circle such that
no two women are next to each other.
Solution:  According to circular arrangement 8 men can stand in a circle in (8 – 1)! = 7! ways.
It indicates that there are 8 locations available in the circle for 4 women.

So, first women can stand in 8 ways; second women can stand in 7 ways; third women can
stand in 6 ways whereas fourth women can stand in 5 ways.

Therefore, the total number of ways in which no two women are next to each other
= 7! × (8 × 7 × 6 × 5)
= 7! × P(8, 4) = 8467200.

Example 10  Find the value of n if  P(n, 7) = 12 P(n, 5)
Solution:   Given that P(n, 7) = 12 P(n, 5)

⇒ =
− −

! !
12.

( 7)! ( 5)!
n n

n n

⇒
− =
−

( 5)! 12
( 7)! 1
n
n

⇒
− − −

=
−

( 7)! ( 6)( 5)
12

( 7)!
n n n

n
2

2

11 30 12

11 18 0
( 9)( 2) 0

9 or 2

n n

n n
n n

n

⇒ − + =

⇒ − + =
⇒ − − =
⇒ =

From the equation it is clear that n must be greater than 7. Thus, n = 9.
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Example 45  Show that R (2, 3) = 3.
Solution:  By theorem, we know that,

(2, 3) (1, 3) (2, 2) 1 2 3R R R≤ + = + =

Now, we have show that (2, 3) 3R ≥ . In order to show this, consider a complete graph with 3
vertices. Therefore, it is clear that we can not arbitrarily colour edges of a complete graph
with 2 vertices either blue or red and force either a blue complete graph with 2 vertices or a
red complete graph with 3 vertices. We might just have used red on the one edge.

Therefore, (2, 3) 3R = .

EXERCISES

 1. In how many ways can 5 letters be posted in three letter boxes?
 2. How many 3 digit even numbers can be formed from the digits 2, 5, 6, 7 and 8, if repetition

of digits is not allowed?
 3. If 5 candidates are contesting for the post of president of a college union and there are 200

voters, then in how many ways can the votes be given?
 4. Evaluate the followings:

  (i) P(15, 7) (ii) P(7, 3) (iii) P(6, 3)
(iv) C(18, 12) (v) C(11, 7) (vi) C(15, 15)

 5. Determine the value of n, if
  (i) C(n, 15) = C(n, 22)
 (ii) 18 C(n, 3) = 5 C(n, 5)
(iii) C(2n, 3): C(n, 2) = 12: 1

 6. In how many ways can the letters of the word MISSISSIPPI be rearranged?
 7. Twelve boys compete in a race. In how many ways can the first three places be taken?
 8. How many 2 digit odd numbers can be formed from the digits 1, 2, 3, 4, 6 and 9 if repetition

of digits are not allowed?
 9. There are 7 books in a shelf with different titles; 4 of these have green cover whereas

others have red cover. In how many ways can these be arranged so that the green books
are placed together?

10. A man has 7 friends. Find the number of ways that he can invite three or more to a dinner
party.

11. In how many ways can a student of computer science choose 5 courses out of the courses

1 2 3 7CS ,CS ,CS , ,CS if 1 2CS ,CS are compulsory and 6 7CS ,CS  cannot be taken together?

12.  How many 5-digit numbers can be formed from the digits 0, 3, 5, 7, 8 and 9 if repetition of
digits is not allowed?

13. Prove the followings
(i) P(n+1, r+1) = (n+1) P(n, r)
(ii) P(n, n) = P(n, n – 1)
(iii) P(n – 1, r) + r P(n – 1, r – 1) = P(n, r)

14. A box contains 9 red and 6 black balls. In how many ways can 7 balls be drawn? Find out
the number of cases in which one gets 4 red and 3 black balls.
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Proof: (Necessary Part). Let H be a multiplicative subgroup of the group G.
As H is a subgroup G so it satisfies all the properties of group, hence the closure properties.

i.e., a, b Œ H implies (a o b) Œ H.
(Sufficient Part) Let H be non-empty finite subset of group G and H is closed under multipli-

cation.

i.e., a, b Œ H implies (a o b) Œ H.
Now we have to show that every element of H has an inverse element in H i.e., a Œ H

implies a– 1 Œ H.
Let a Œ H. This implies that (a o a) = a2 Œ H. Similarly a3 = (a2 o a) Œ H and so on. Therefore

we get

H = {a, a2, a3, a4, …. , am, …. }
This indicates that H is an infinite set. But, it is given that H is a finite set. So, all the

elements of H listed above are not distinct. Thus there exists two integers j and k such that
aj = ak for j > k > 0.

This implies that aj a – k = ak a – k = e

i.e., aj – k = e ...(i)
Now as j > k > 0 are two positive integers we have (j – k) ≥ 1. i.e., (j – k – 1) ≥ 0.
So, a(j – k – 1) Œ H, as H contains elements of type am.
Again a Œ H and a(j – k – 1) Œ H implies that

(a o a
(j – k – 1)) Œ H [By closure law]

i.e., aj – k = e Œ H.
Therefore, (a o a

(j – k – 1)) = e …(ii)

From equation it is clear that a (j – k – 1) is the inverse element of a. i.e., a – 1 = a (j – k – 1). So,
inverse element exists in H. Therefore, H is a subgroup of G.

7.4.5 Definition

Let G be a group and H is subgroup of G. Now for a, b Œ G we say “a is congruent to b mod H”
written as a ∫ b mod H if a b– 1 Œ H.

7.4.6 Theorem

Let G be a group and H is a subgroup of G. Then show that relation a ∫ b mod H is an
equivalence relation.
Proof: Given G be a group and H be a subgroup of G. We have to show that the relation
a ∫ b mod H is an equivalence relation.

Reflexive: Let a Œ H. This implies that a– 1 Œ H.
Hence by closure axiom we have (a o a

– 1) Œ H.
i.e., a ∫ a mod H.

Symmetric : Suppose that a ∫ b mod H.

This implies that ab– 1 Œ H

fi (ab– 1) – 1 Œ H [By existence of inverse]

fi (b– 1) – 1 a– 1 Œ H [By theorem]
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(iv) Commutative Law: We know that multiplication of integers is commutative,
i.e., (a . b) = (b . a) for all a, b Œ R.

(v) Unit Element: As R contains integers, so 1 Œ R.
Again (a . 1) = (1 . a) = a " a Œ R
Therefore, R is a commutative ring with unit element.

 9.3 RING WITHOUT ZERO DIVISOR
A commutative ring R is said to be without zero divisor if for a, b Œ R

a . b = 0 implies a = 0 or b = 0 or both a and b are zero.
Set of integers I is a ring without zero divisor as product of integers is zero only if any one

of them is zero.

9.3.1 Theorem

A commutative ring R is without zero divisor if and only if the cancellation law holds.

Proof: (Necessary part) Let the commutative ring R does not have zero divisor.

 Let a, b, c Œ R, a π 0 and ab = ac
fi ab - a c = 0
fi a (b - c) = 0
As a π 0 and R does not have zero divisor, so we must have (b - c) = 0. This implies that b = c.
Hence left cancellation law holds.
Similarly it can be shown that right cancellation also holds.
(Sufficient part)  Let the cancellation law holds in the ring R. We have to show that R has no

zero divisor.

If possible, let (a . b) = 0 with a π 0 and b π 0
fi (a . b) = (a . 0) [\ a . 0 = 0]
Hence by left cancellation b = 0. This contradicts to the fact that b π 0.
Therefore, R is a ring without zero divisor.

 9.4 INTEGRAL DOMAIN
A commutative ring without zero divisors is an integral domain. Set of integers is an integral
domain since it forms a commutative ring but does not have zero divisors.

 9.5 DIVISION RING
If the non-zero elements of a ring R form a group under multiplication then the ring R is said
to be a division ring.

 9.6 FIELD
A ring F is said to be a field if the non-zero elements form a multiplicative abelian group. It is
defined also as a commutative division ring. Besides this if, every element a π 0 of an integral
domain has a multiplicative inverse a- 1, then the integral domain is called as a field.



��� (��	��������������������-
�������1�������
��

��*�
 �������

*������
��	�
�����
���
����	���
��

��

����5������������(�������
��	��4�
��
�	
�����������(�
������������
���	
�
�
����
�
�

������4������"�����������������(���������
�������	�������
��
���
���

D������
��
����������(�
�����
���
����	���
���������(�	����������������������	
�
����

/�����������(���	����+����������

����� )�+

� ���7��#�����% )�����7��+� .������
�������7���(0

� #���7���%���� )�+ .�����
��
������0

� 7���� )�+

� � )�+

4��������
�� #�����% )�+������+�����)�+

5
�
������������������������#�����%�)�+������+�����)�+

5��������
��	�(�	��������������������	
�
�����@������(�
�����
���
����	���
��

��*�� �������

���
�
���
���
����	���
��
�����
��	�

��

���/�����������
�
���
���
����	���
��

/�� � )�A	7��	8��66��	�B������������������������������	
��
����

����� 	� ��	����������������������������)�7��8��6�����

?����
������
�����
���
����	���
��������
������������
����
�
��
�����������	
�
�����

D��� ���
�� 
�� ����������� 
���� �
��	�� ������ 
�� 
�� ����
�
���� ��������� ������� �����
��� ������
�
����������	����������"���������������������
��
���
���
�������

#�	����������������% /�������+����

?��� �	7���	8���	9���6����	��������	������������������������	
��
����� ������

������	��)��	�������������
� #��	������	�% )�+

� ���#	����	�% )�+

� #	����	�% )�+ .������+�
�������		
�
���
	���
��0

� �	� )�	�
4�
��������	
���������������������	7��	8��6��	����������	
��
����

5���������	7���	8���	9��6���	��������	�����	
��
�����4��������������������������������������
���������E�F��
����������

/������)��	�

����� �	� )���)�	�� .��
����������
��0

/��������3��������������	�������?���	�������������������#��	�%����������������������7���������

����� ��	� )�	��)�	���G�
?��� �	����	� )�	��#��	�%

)�#	�����%���	� .�����
��
������0

)�����	��)�	�



�
�
�4����� ���

5�� 	����	��)�	���4�
��
���
��������E	�F�
������
	���
�������������	�
��	�����	����7��4�������
�����������
����������
����

#����������������������%

2������������	������7�����5��7������������������E�	�F������������

����� �	� )�7��4���������������
����������������������

����� )�7�)������
@��������
����������
��
���
���
�����������������"���������������

��*�% �������

4�����������
����
�
�H��)�A+��7��8��6������7B���	�������������
��������	�
��
�����
��	�
����	�����

����
������
����������

��

���=
����H��)�A+��7��8��6�������7B�
������������
����
�
���	����		
�
�����	�����
��
���
��
��	������

5��������������
������
����������

/����������H����	�����+������+���	�����#�����%���+���	���

4�
��
���
���������������������������������4�������������
��

� ��+���	��� �������+���	���

4�
��������	
������������������
������
�����������@������H��	������������������	
�
�����

4����������H��
�����
��	�

&������������������������H��
�����
��	��2����������������������
������
����������

5��������������
����������
����������

� �� )������� #7�I������I��%

� ����� ��+���	�� ����#7%

?�� � )�7�������	��

)�#���7���%�����	�� .�����7����)�70

)����7�#���%���	��

)����7��+�)�+

4��������
�����)�+��4�
��
����������	
��
���

4������������
������
����������

� ��0 �-������	�-	������������

 ������J���������	
���
����	�����������������	�
��#��K��%�������������������
�������
�����������
������J������5��
������J���������	
���
����	���������������
�������������������������������
���
����������������J����������������������
�������
����!������������J�����4�
����
��
����
��3����
���L

����������
��
����

���1 �-��������������	��������

/���#���$����%�������
�
��
���+������������������ ���������!
��������
�
���
���
���E�F����������

����� )���$���$���$�6�$���#���
���%�)�+���������

4���������������������
�
���
���
��� E�F� 
�������	��������������
��
����������
�
��4��������
���������
��
��������
�
���
��	��
��	���



��� (��	��������������������-
�������1�������
��

&�#�%�)�
5�����������
�
���
���
��� ����������� � � ) �+� �

+ ������
��

� � � �� ��
�
�

 ����������E�F��!
��������������
�
���
����
	��������������������
��
����������
��
�
���

/����������
	��������
�
� <�)�A+��7��8��9��:��;B��
��������
�����������
�����<���
<���4�������
���������
��
�������
���
�
����
������<��
����<�����)�+������������� <��

��1�
 �������

4������������
��
��������
�
��
�����
���
��+������K�+�	����	
�
��������������
�����������
�
��
��	�	�������������������		
�
���
���������������	���+����E�F��������
�����

��

�� /�����������
�
��
�����
���7��@��������������
��������������

&����7�'  ��������	������7�
���������������
�������������������
��
������
�
�
�������

&����8�'  ��������	������7�
����#�
�
��%������

7 7 7 7� � �
�

�����

� �
���
� ��� ���

)�+ �������

� ���7 )�+

?���������� � �����������

�� )���$���$��������������$���#�������%

)�7�������7�����$��������������$�7���� .� 7�
��������
��0

�)�#7�$�7�$�������������$7%����

)�#����7%�����)�#+����%�)�+

����� ��� )�+

4�����������������������
��
�������
����

��1�� �������

4������������
��
��������
���
����	���
��
���
�����+��������
����������

��

��� /��� �� ��� ��� 
���
���� 	���
���2�� ����� ��� ����� ����� ���� ���������
��
�� ��� �� �����
&��#�%�
���
�����+��������
����������

/����&��#�%�)��

/���
������
��������������������+���	���������
�����������4������������)��7����8��
����7���8

������������

?�������������������
��
�������
�������������������	������������
������������
��E�F��������D#�%�)��

� ������ )�+

� �#�7����8%�� )�+

� ��7���#�8����% )�+ .�����
��
������0

� �#�7����%�#�8����% )�+ �.��#�7����%�)��70

�����	������������������	
�
��������7�����)�+�����8�����)�+��4�
��
�	
������������������������
��
�
�����
���
�����E�7F����E�8F�

4�
��
����������	
��
�����������������
�����������������
��
�������
��E�F��5��������������
��
��������
��4����������E�F�
��������������
����������



�
�
�4����� ���

���� ��'�����

(������
�
�#���$���%�������"�������������5������
�������	��������
�
������
��#5�$���%����������
�

��	��������
�����������
����	��
��	�
����

(��������
�
�# ��$���%��������������������
���
����
���������
�
�

����
 �������

4���������������	�����
�
�������	
�
�������#5��$���%��������������
�
���������
�
�#���$���%�
�

#�% ��������5 � ��������5
#��% ��������5 � �������5

2�����5�
�������������������

��

���#
�������������%�5������������#5��$���%�������������
�
���������
�
�#���$���%��4�
��
���
��
�����5�
����
������
���������������		
�
���

?������������5���������#���%���5�

�
�
���
����5�
�������	���	����		
�
�������#��$�#,��%%���5���������5����	�#,��%���5��������#��,��%���5�

5
�
�������
����5�
�������	���	�������
��
���
����������

� ��5������5

�� ����� ��5

#���������������%�5�����������

#�%���������5 � �������5���	

#��% ��������5 � �������5

?�� �� ��5������5

� #�����% ��5

� �+ ��5 6�#�%

�
�
�� �+ ��5������5

� #+����% ��5

����� ��� ��5

�
�
�� � ��5��������5

� ����#���% ��5

����� #��$��% ��5

4����		
�
�����	���������
����!
�����	����		
�
������	��
�������
���
������	�
��5��4����"
������#5��$���%�
���������
���
������4�������
�
�
�������������
������	�
��5������������	�
����

� ��
� -	/	/	��-��/

/����7���	��8���������
�
����������������
�


�'��7����8�
����
	����������������
���
��
�����
��
�������������
�
����	
�
����

#�% �#��$��% )��#�%�$��#�%
#�% �#�����% )��#�%����#�% � ��������

��
��
 �������

 ����
�����������
���������
�
��7�
�����
�
��8������

#�% �#+% )�+
#��% �#���% )����#�%



��� (��	��������������������-
�������1�������
��

��

���#�%�/��������7��4�����������!
�������
	���
�����������+����7�����������#��$�+%�)��

� �#��$�+% )��#�%

� �#�%�$��#+% )��#�% .��
�������������
��0

� �#�%�$��#+% )��#�%�$�+ .+�
���		
�
���
	���
�������80

� �#+% )�+ ./�������������
������0

#��%�(��������
�
��7������7�
���
����������7

?��� ���$�#���%�)�+

� ��#��$�#���%% )��#+%

� �#�%�$��#���% )�+ .����#+%�)�+0

4�
��
�	
�������������#���%�
�������		
�
���
������������#�%�
���8�

4�����������#���%�)�,��#�%�

��
��� �������

/����7�
�����
�
��
�����
����������7���	���
�������������
�������7�
�����8���������#7%�
�����
��
��������������8�

��

���=
�����������������
�
���
�����������
���������
�
��7�
�����8�

����� ��'���7 ���8�
�����������
���

/���7���7����
��
���
����������#7%����8�

?���������� �7 ���8�����������7�)��#�%���������������7�

4��������� �#7%����7 )��#7%����#�%

)��#7����% .��
�������������
��0

)��#�% .*!
����������
	���
��0

)��7

4������������#7%����7�)��7��@�������#7%�
��������
��������������8�

��
��% �������

*��������������
��
��
���������������
����
�
�
����������
���

��

����/������������������
����
�
���	���
�������������
������
�
��������
����������������

���������������
��
��
�����������������
����
�
���

D������
��
�����
����������
���

/�� �������������@������������!
����������������������

�� )��#�%� ��	 ���)��#�%�

?��� ������� )��#�%����#�%

)��#�����% .��
�������������
��0

)��#�����% .��
����������
��0

)��#�%����#�% .��
�������������
��0

4��������� ������� )��#�%����#�%�)��������

@������������������
��
��
�����
����������
���



�
�
�4����� �� 

���

 2������	��-	/	/	��-��/�	������

 ����
�������������
���������
�
���
�����������������3������������������
���
��������	�����	
��� �#�%������
�
�
�����������������
������������	���������		
�
���
	���
�����������������

����� � �#�% )�A	�����M��#	%�)�+��+�����B

��

�
 �������

 ����
�����������
����������
��������
���3������ #�%�����

#�%  �#�%�
�������
������������	����		
�
��
#��%  ������ #�%���	�	�����������#	����%���	�#����	%��� #�%

��

���#�%��=
������
�����������
����������
��������
���3������ #�%
D������
��
�� #�%�
�������
������������	����		
�
���������� #�%����
��
�����������������	�
������

�!
���

/����������� #�%

4�
��
���
������� �#�% )�+���	��#�%�)�+

?��� �#��$��% )��#�%�$��#�%�)�+�$�+�)�+

@����� �#��$��% )�+

4��������� #��$��% �� #�%
�
�
� ��#���% )����#�%�)�+

@����� ��#���% )�+

4��������� ��� �� �#�%
4�
��
���
�������� �#�%�
�����
�������	����		
�
���

#��% 5���������������� �#�%���	�	�����

?��� �#����	% )��#�%�����#	% .��
�������������
��0

)�+����#	% .���� �#�%�����#�%�)�+0

)�+

5�� �#����	% )�+

4�
��
���
������� #����	% �� #�%
5
�
�������
��������������������#	����%��� #�%�

���
� ��	/	��-��/

������
�
���������
�
���
�������
����
	�������
�������
���
�

#�% ��
�����������
��
#��% ��
�����"���

����� �����������
����������
�������
����
	�������
�������
���
��
��
�����"��"��������
�
�

��
��
 �������

4������������
�����	��
��	�����������
�
���
�������
�����
�������
���
����	������
�� #�%�)�#+%�

��

����#
�������������% /����'��������
�����
�������
���

4�
��
���
����������
�������������
�����	����"����

/�������� #�%����#�%�)�+



��� ����������	
���
����
��
����
���
�����������

� 
���� �
���� ��
��
������
������
�
���
�
��

� � �
� ��
��
��������

��� �
�
����
�
� �
�
 �
�
�
 

!��
�"�
�� ���� �
���

����������	
���	� #�� ���� �
���

#��


�
�
�
 
���
��
� �
����

$�%� ��
� �
����

� �
�
�
�
���� �
�

� �
�

�
�� �
�

� �

�
��
�
���� �
���

!��
�"�
�� 

�
� �
��
�����


�
�&

��� ��
� �
����
�


�
�

!���
���	���
����
�
��
�������
���
�����
�
��
�����
�����&

������� ��	
����

Example 1 ����
	��	
	��
��	
��
���
������
��	��

��
�����
��
�
��
�����
	��
������
������

	����
����	���
���
���	������	���
��
�
���������	�	���
�����

Solution: #��
 
'�
�
���
�"
�		
�(��
�
���
����
�"
�
��

��
�
��&
)�
��*�
��
���%
����
 
��
�

��+�
���&�
 
�����"���
�		
���
��+��
�
���
����
�"

��+&

,���

��������

-	���
�
#�%.
#��
�
���
/
'�
�%�
�(��
�
���
����
�"
�
��

��
�
��&

���
��
0
/�
%�		
'�
�
�(��
�
���
�1
�"
�
��

��
�
��

!���
���	��� 
��
0
/� �
 

���&� ��
/ �
 
 �
 ��
0
/�
�
 

���������*�
#�%.
)�
2��%
����
���
�1
��������
��
���������*�&
���&�
��
/�
-
�
 
���	���
����

�
0
�/
0
-� �
��
0
/�
0
-

31�������
�"
�������4.
��

�*�
4
�(��
�
���
�1
�
�
 �
���
�
�1����
��		
���
�1
����
�
�
�
 

����
����

�
0
� �
�
0
�
�
�

31�������
�"
��*�
��.
��

�*�
4
�
�
 
���
�
�1���
��*�
��
�	�����
��
��
�
 
����
����

�
0
��
�� �
�

-��������*�
#�%.
)�
2��%
����
���
�1
��������
��
���������*��
���&�
��

��
/
�
 
%�

��*�


��
0
/� �
�/
0
��

,���

��	���	�������

-	���
�
#�%.

#��
��
/
�
 &
���&�
�
���
/
�
�
�%�
�(��
�
���
����
�"
�
��

��
�
��&
$�%

��	���	4��+
�
���
/
%�
%�		
+��
�
���
�1
�"
�
��

���
��&

����� �
�
/ �
 



 ��+
!���
4 ���

���������*�
#�%.
)�
2��%
����
���
�1
��	���	�������
��
���������*�&

����� 
�
�
�/
�
-� �
��
�
/�
�
- �
 ��
/�
-
�
 

����
�'���*�
#�%.
#��
��
/�
-
�
 &
���&�
��
/
���
-
�
�
��
��
�(��
�
���
����
�"
�
��

���
��&

�	��
%�
2��%
����

�
�
�/
0
-� �
�
�
/
0
�
�
-

!��
�"�
��  
�����"���
�		
���
�
���
����
�"
 ��+&
5�����
 
��
�

��+&

Example 2 ��
 
��
�
!������
�����
	���
�����
	��	

��� �
"
�
#
$ � �
�
 

���� �
"
�
#
$
�������
�
#
�
� ��
�
�
 

�����  
��
�
�����	�	���
�����

Solution: 6�*��
����
 
��
/��	���

��+&





���&� �7 �
� � �
�
 

��� #��
�
�
 �
����
���	���
����
��
0
��
�
 

� ��
0
��7 �
��
0
�� ����7
�
��

� ��
0
��
�
��
0
�� �
�
0
�

� �
�
��
0
��
0
�
�
��
0
�� �
�
0
� �����
�'���*�
	�%�

� 
��
�
�
0
�
�
��
0
��
�
�
0
�
�
�� �
�
0
� �����
�'���*�
	�%�

� ��7
0
�7
0
�7
0
�7� �
�
0
�

� �
0
�
0
�
0
� �
�
0
�

� �
0
� �
� �-����		�����
	�%�

����

�������
���� �
0
� �
�
�
��
�
�
 

�+����
%�
��*�
�
�*��
����
�
0
�
�
�

!���
%�
��*� �
0
� �
�
0
�

!���
���	���
���� 
� �
� �-����		�����
	�%�

�����
#��
��
�
�
 �
����
���	���
����
��
0
��
�
 &
��
 
��
�
/��	���

��+�
��
%�
��*�
��
0
��7
�
�
0
�

� ��
0
��
�
��
0
�� �
�
0
�

� �
�
��
0
��
0
�
�
��
0
�� �
�
0
� �����
�'���*�
	�%�

� ��
�
�
0
�
�
��
0
��
�
�
0
�
�
�� �
�
0
� �����
�'���*�
	�%�

� �7
0
�
�
�
0
�
�
�
0
�7 �
�
0
�

� �
0
�
�
�
0
�
�
�
0
� �
��
0
��

� 
�
���
0
�
�
� �
�

� �
�
� �
�
&
� ��
0
�
�
�
���	���
�
�
��

!��
�"�
��
 
��
�
���������*�

��+&

Example 3 ��
 
��
�
����
��	�
���	�
%
#
$&
	���
����
	��	
 
��
�
������	��
��	�

Solution: 6�*��
 
��
�

��+
%���
����4
8
�
�
���
	��
�
�
 

$�% � �
8
�
�
�
�
�
�
�
�

!��
�'�*�
�
+�����
��
�
��
"�

�		
�
�
 

!��
�"�
��  �
9�:

5����
 
��
�
���+	����
���
%���
�
��
���
�	�����&

Example 4 '�	
 
��
�
��	
��	�������
���
	��
������	���
��
����
�
���	
	��
�����	�	���
�
���

�����
����	����
��
 
���
	��
���	
������	�
	���
�����
	��	
 
��
�
�����



��� (��	��������������������-
�������1�������
��

Solution: =
�����������
�����������
���
�
����������������
�������
�
��!�����������������
��
�!
�����	����		
�
���

����� ��$�� )���$��

 ��
�������

����������������
�����
�����������������7����

/�������������
���
��������#��$��%���� .&����������0

�
�
�� 7���� ��#7�$�7%����

?��� #��$��%���#7�$�7% )�����#7�$�7%�$�����#7�$�7% .-
���
���
������0

)�����7�$�����7�$�����7$�����7 .-
���
���
������0

)�#��$��%�$�#��$��% 66#�%

�
�
�� #��$��%���#7�$7% )�#��$��%���7�$�#��$��%���7 .-
���
���
������0

)�#��$��%�$�#��$��% 66#��%

&���
�
�
������
����#�%���	�#��%����
��

#��$��%�$�#��$��% )�#��$��%�$�#��$��%

� ��$�A��$�#��$��%B )���$�A��$�#��$��%B .�����
��
������0

� ��$�#��$��% )���$�#��$��% .&��������
������0

� #��$��%�$�� )�#��$��%�$�� .�����
��
������0

� #��$��% )�#��$��% .&��������
������0

4������������
�����
�
�

Example 5 &���)���������$���������!�����������������������"0���0
����� ������)�����1������������

Solution: /����������
	������������������
��������	�>���������
�
�����

� )�
; +

+ +

�
��

�
�	
��	�>�)

+ +

; +

�
��

�
�	

@��������+���	�>���+�����

#����>% )�
; +

+ +

+ +

; +

�
��

�
�	
�
��

�
�	
)

+ +

+ +

�
��

�
�	
����

4������������
�����
�
��
��������	
�
����

Example 6 &���)� ����� ���$� �������������� "	� �� �
0�,�	0� �� �0��� 	�� ����)����� � �����)� ����

���������������$�

Solution: =
������
�����
�
��
�����
����������7�����������

���������#	����%8�)�	8����8���	��������

�
�
���#��$�7%����������������	�7����

4�����������#	���#��$�7%%8�)�	8���#��$�7%8

� �#	���$�	%8 )�	8���#�8�$�8��$�7%

� �#	���$�	%���#	���$�	% )�	8���#�8�$�8��$�7%

� 	�����	���$�	�����	�$�	���	���$�	8 )�	8�8�$�8	8��$�	8

� �#	��%8�$�	�����	�$�	���	���$�	8 )�	8�8�$�8	8��$�	8

� �	8��8�$�#	�����	�$�	���	��%�$�	8 )�	8�8�$�8	8��$�	8

� �	���	�$�	�	�� )�8	8�� �./������	��

������������
������0

� �	���	�$�	8�� )�	8���$�	8��

� �	���	 )�	8�� �.&��������
������0



�
�
�4����� ���

?������������
�
�	����#	�$7%��������

#	�$7%���#	�$�7% )�#	�$�7%8��

� �#	���$��%�#	�$�7% )�#	8�$�8	�$�7%��

� �	���	�$�	���$���	�$�� )�	8���$�8�	���$��

� 	8���$�	���$���	�$�� )�	8���$�8�	���$�� .��	��	�)�	8��0

� 	���$���	 )�8	� ./������	��

������������
������0

� ��	 )�	��

4������������
����������
����
�
�

Example 7 &���)�,�2-��.��0��3��4��56���������$��������������������������7������7������ �����

)���������$� ����1������������

Solution: =
�����������)�A+��7��8��9��:��;B�������
�
���	����
�����������
�����<���	�
<��

@����8�������	�9����������������������������������������

�8���9 )�+

4������������
�����
�
��
��������	
�
����

Example 8 )�������������������$�������8���������������������������������������8����� �����

)���������������������$� �����������������

Solution: =
������
�������������
���
�����	�N���	����		
�
�����	�����
��
���
�����	�N��4��
������
���
��	��
��	���

#�% ��$���)�����������
����������
�	��������$��������	
�
	�	����N�
#��% ������)�����������
����������
�	�����������������	
�
	�	����N�

5���
��
��������������������
���N�������������������)�A+��7��8��9��:��;��<B�

!�"
���
������	�
��#
��

��

$ + 7 8 9 : ; <

+ + 7 8 9 : ; <

7 7 8 9 : ; < +

8 8 9 : ; < + 7

9 9 : ; < + 7 8

: : ; < + 7 8 9

; ; < + 7 8 9 :

< < + 7 8 9 : ;

�!�"
���
��#�
	��
���	�
��#
��

��

� + 7 8 9 : ; <

+ + + + + + + +

7 + 7 8 9 : ; <

8 + 8 : < 7 9 ;

9 + 9 < 8 ; 7 :

: + : 7 ; 8 < 9

; + ; 9 7 < : 8

< + < ; : 9 8 7



��� ����������	
���
����
��
����
���
�����������

����

��������

�	���
�
����
�
��
���
���	�
��

��������
����	�
�
��
��
�	��

����
��

���

��
�
�
� �
 �
!
�"
�
�

���������#�
����
�
��
���
���	�
��

��������
����	�
�
��
��
�	��

����
��

���

�
!
 �
!
�" $
 �
!
�"
!
� � ��
��
�
�
�%

���
�
$
&�
�
$
'�
�
$
(%

)��
���
��
��
��#�

�
!
 �
!
�" $
&
!
 '
!
("
$
&
!
&
$
*

��� 
 �
!
�"
!
� $
 &
!
'"
!
(
$
+
!
(
$
*

)��
���
�� �
!
 �
!
�" $
 �
!
�"
!
�

,-�������
��
.��������
�
��
��
��

��
��
���
���	�
��

��������
����	�
�
��
��
�	��

����
/
�
�
��
���
��������
�	�����%

����� /
!
� $
�
 �
 �
�
�

,-�������
 ��
 .�#�
���
�
��
 ���
 ���	�
 ��

 ��������
����	�
 �
 ��
 ��
 �	��

 ����
 ���
 ��#�
��
�	������
��

/�
&�
*�
'�
+�
(�
0
�
�
/�
0�
(�
+�
'�
*�
&
�
�

�������#�	�%
)��
��#�
��
�	�����
��
'
��
+
�������
'
!
+
$
/%

�����
��

�#�
�
�
�
�
���
�
�-����
��
 ���"
�
�
����
����
�
!
 ���"
$
/%

���������#�
����
�
��
���
���	�
��

��������
����	�
�
��
��
�	��

����

�
!
� $
�
!
�
 �
 ��
�
�
�

����

��	���	�������

�	���
�
����
�
��
���
���	�
��

��	���	�������
����	�
�
��
��
�	��

����
��

�		

��
�
�
� �
�
�
�
�
�

���������#�
����
�
��
���
���	�
��

��	���	�������
����	�
�
��
��
�	��

����

�
�
 ��
�" $
 �
�
�"
�
� � ��
��
�
�
�

���

�
$
'�
�
$
+�
�
$
0%

)��
���
�
��
��#�

�
�
 �
�
�" $
'
�
 +
�
0"
$
'
�
'
$
*
���

 �
�
�"
�
� $
 '
�
+"
��0
$
(
�
0
$
*

)��
���
��
��
1�� �
�
 �
�
�" $
 �
�
�"
���

����
�����#�
����

���
�
$
&�
�
$
+�
�
$
*%

2�����
��
��#�

�
�
 �
!
�" $
&
�
 +
!
*"
$
&
�
0
$
0

���

 �
�
�"
!
 �
�
�" $
 &
�
+"
!
 &
�
*"
$
0

)��
���
��
��
1�� �
�
 �
!
�" $
�
�
�
!
�
�
�

���������#�
����
�
��
���
���	�
��

��	���	�������
����	�
�
��
��
�	��

����

�
�
� $
�
�
� �
 ��
�
�
�

����
,	������
�
��
���
���	�
��

��	���	�������
����	�
��
���
*��

��
�

��	���
���������
����
&
�
�
��
���
��������
�	�����
��

�#�
�
�	�����
�
�
�%
2����
��

�#�
�
�
�
�
���
�
�-����
����
�	�����
&
�
�
����
����

 &
�
�" $
� � �
�
�

)��
���
��
�
��
���������#�

��1
����
����
�	�����%



�
�
�4����� ���

Example 9 ��� ���������)���������$� �����������������������#1������������ ������������������

�����������)���������������1������������

Solution: ��=
�����������
�����
�
��
�����
���

/�����������	�����+�
�
�
������+�
���
������7���

5������������#�����%�)�+��
�������+����

� ����7���#�����% )�����7���+
� �#���7����%�� )�+

� �� )�+ .#���7���%�)�70

4�
��
����������	
��
����4�
��������	
�������������������������+��4�
��
�	
��������������
�����
���������	
�
����

Example 10 :����������$�)�,��0���0"�
����� �����������������������������

� ,�
�
�
�

	

	 �

	 �

	�


��

� 

��
'�	�������

�
�
�
�������������$�

Solution: =
������)�18���8# %�������
�
���	

5 )�
�
�
�

	

	 �

	 �

	�


��

� 

��
�'�	������ 

�
�
�

L���
�
 	 )���)�+���������

�
+ +

+ +



��



��

��5�����5�
�����"�������������5���ϕ�

4��������5�
���������
�
����������������������5����
��
��������!
���

#�% ����>���5� ����>���5
#��% ����>���5� ����>���5

/�����)�
	

	 �

	 �

	�


��

� 

��
��	�>�)

�

� �

� �

��


��

� 

��
�� ������	������ 

?��� ����> )�
	 �

	 � � �

	 � � �

	 �

�

� � �


��

� � �

�


��

��5

��	 �����> )
	

	 �

	 �

	�


��

� 

��

�

�  

�  

��


��

� 

��

)�
	� 	 � �  	 �  	 � �

	 � � 	 �  	 � �  	�

� � � � � �

� � � � � �



��



��

� �� � � �� � � �
� � � � � �� �

��5

4�
��
���
��������������������
��������������
����#����>%���	���>�����
���
�����4����������5�
�
�������
�
�

Example 11 &���)�,�2-��.��0��3��46���������������������$� ������������������������������������

��5�������5����� ������)�����������$�����������



��� (��	��������������������-
�������1�������
��

Solution: =
���� �������)� A+�� 7�� 8�� 9�� :B� ����� ��������
��� �
�
��
��� �������� ��� �����
����
������
������;���	�
�;�

 ��
������������������������
��������������������������
����������
���#�����%�)�+��@�������
����

���
����	���
��

Example 12 &���)�,�2-��.��0��3��4��5��7��86���������������������$����������������������������

��;�������;������ ������)���������������$�����������

Solution: =
���� �������)� A+�� 7�� 8�� 9�� :�� ;�� <�� NB� ��� �� ��������
��� �
�
���	��� ���� �
����
������
������O���	�
�O

?�� 8 ������	�:���������������8�
�O�:�)�+

4������������
���������
���
����	���
��

Example 13 )�,�2������ ���6�����������������������+����������������� ��������)� ������������$�

+ � �  � � � �  �

�� � �  � � � � � �

� � � �  � � �

  � � �  � � �

� �  � � � � �

#�% 9���$������������������������������������ ������������������������������������������
#�% �����������������������$ <
#�% (����������������� <�������������������������������
#�% ����������$��������$����������������������

Solution: #�%��?����# ��� %�)� ���#��$��% .� #��$��%�)� 0

)� �����$� ���� .-
���
���
������0

)���$���)� 

4���������  ��� )� 

�
�
�� #�����% )�# �$��%���� .� # �$��%�)��0

)� �����$������ .-
���
���
������0

)���$���)��

4��������� ����� )��

�
�
�� #�����% )�����#��$� % .� # �$��%�)��0

)��������$����� .-
���
���
������0

)���$���)��

4��������� #�����% )��

5
�
������ #���� % )�#��$� %��� .� #��$� %�)��0

)����� �$� ��� .-
���
���
������0

)���$� �)� 

4��������� #���� % )� 

��	 ����� )�#��$� %���� .� # �$��%�)��0

)�������$� ���� .-
���
���
������0

)���$���)��



�
�
�4����� ���

5����������������������
��

������

� � �  �

� � � � �

� � �  �

 � �  �

� � � � �

#�% (��������������������
��
�������������#���� %�)� ���	�# ����%�)����4�
��
���
���#���� %���# ����%�
4�������
����������������
����
�
�

#�% ���
��
�����������������������������
�
�	�������������
����
�����	�������	���������������
�
��������

#�% 5
������
��������������
�������
��
����
�����
���
����	���
�������
��	�

Example 14 ����������������)�����)���������$���������������"��+��
�"��+��
�

Solution: =
������
�����
�
���	���������������

?��� #��$��%���#��$��% )�����#��$��%� ./�����)���$��0

)�������$������ .-
���
���
������0

)�#��$��%�����$�#��$��%����
)�������$�������$�������$������ .-
���
���
������0

Example 15 ���)���������$�����"	�+��
0�,�	0�+�0	��+��0�����������������)�����������������������

	������)�

Solution:  =
������
�����
�
���	�#	�$��%8�)�	8�$�8	��$��8�����	��������

� �#	�$��%�#	�$��% )�	8�$�8	��$��8

� 	�#	�$��%�$���#	�$��% )�	8�$�8	��$��8

� �		�$�	���$���	�$���� )�	8�$�8	��$��8

� �	8�$�	���$���	�$��8 )�	8�$�8	��$��8

� 	���$���	 )�8	� .&��������
������0

� �	���$���	 )�	���$�	��

� ���	 )�	�� .&��������
������0

4������������
����������
����
�
�

Example 16 :��������������������$�)� �������������������0���� �����

#��$��%8 )��8�$��8�)�#�����%8 �� ��������

Solution: /������������������
����
�
��
������������
��
��8��4�
��
�	
�����������#8����%�)�+����
����������

?��� #��$��%8 )�#��$��%���#��$��%

)�����$�����$�����$����

)��8�$�����$�����$��8 .��
����������
��0

)��8�$�8���$��8

)��8�$�+�$��8 .8��)�+0

)��8�$��8



��� (��	��������������������-
�������1�������
��

� �#��$��%8 )��8�$��8

5
�
������ #�����%8 )��8���8���$��8

)��8�$�+�$��8�)��8�$��8

� �#�����%8 )��8�$��8

4��������� #��$��%8 )��8�$��8�)�#�����%8

Example 17 ��� ��������*����������$�)���������������������$� �������������������0�

Solution: =
������
����>��������
�
��4�
��
���
����8�)�����������������

/�����������

� �#��$��% ���

� �#��$��%8 )�#��$��% .���8�)��0

� #��$��%���#��$��% )�#��$��%

� ����$�����$�����$���� )���$��

� �8�$�����$�����$��8 )�#��$��%�$�+

� ��$�����$�����$�� )�#��$��%�$�+

� #��$��%�$�#����$����% )�#��$��%�$�+ .�����
��
������0

� ����$���� )�+

� ��� )���� .�� ��>��������
�
�#��$��%�)�+�����)��0

4������������
������������
����
�
�

�
�
�� #��$��%8 )�#��$��%

� ��8�$��8�$��8�$��8 )���$��

� #��$��%�$�#��$��% )�#��$��%�$�+

� ��$�� )�+ ./�������������
������0

� 8� )�+

@��������
������������
����
�
��
������������
��
��8�

Example 18 :����������$�"������ 
� ��������������������������������	�����,�	�+�����.����
	� ���,�	�+�����	������ ����������������������������������$����������������$�

Solution: 5������������5��������������������		�
���
�����/����������5��4�
��
���
�������	������
�		�
���
����

?��� ������ )���$����7
�
�
��#��$��%�
������������������		��
�������

� ��$����7�
���		
� ��$����7���5

� ��������5

5
�
��������� ���)���$���,�����@�����������3��������� #��$��%� 
���������	� #���%� 
���		�
4���������#��$��������%�
���		�

� �� �����5

/�������5������������		
�
���
�������
��������
���
���		������������
�����5��������������5�

4����������5�
���������
�
�



�
�
�4����� �� 

Example 19 ��� ��������������������$�������������������$����������������$�

Solution: /����������	
�
�
��� �
�
��4���������� �������� ����� ��������� ����� ��������
����

��	�������
��
���
���

/�����������
�������
���	��
��	��������
���������������'��������

/�������+����������7���+�����

�����
��
�������
���������#�%���+��2����������������������#���7%�)��#�%��7�

�
�
�� �#�%����#���7% )���#��������7%�)���#7%�)�7������

� �#�%����#���7% )�7�

4�������������
�� �#���7% )��#�%���7�

4�
��
�	
��������������������"��������������������������
��������4�������
����	
�
�
����
�
�

Example 20 ��� ������������������������$������������$���������������������$�����������

Solution: /�����������
���
����	���
����	��������
�������
����������
���������������'��������

5
������
�����
���
����	���
������
��
������������
����
�
��
�����������	
�
�����

/�����������������+���	�����+�����������#�����%���+�

� ��#�����% ��+

� ���#�%����#�% ����#+%

� ���#�%����#�% ��+

5
������
�����
�������
��������+������+�
���
����������#�%���+����#�%���+�

4�������������
����#�%���+���	��#�%���+�
���
�����#�%����#�%���+��@���������
���
�����������	
�
����

�
�
�����3���������
�������
��
��
���������������
����
�
�
������������
����
�
�

4�
��
�	
��������������
������������
����
�
��
�����������	
�
����������
�����
���
���

	���
��

��3��������

�� L���������������������������������������������
�
���	�����	
������		
�
�������
��
��"
�
���

��� 5�����������������������
�������������P�����������������
����
�
��
�����
���������
��	�����	
������		
�
�����	�����
��
���
���

�� /���5�)�A��$���8�M�����	�������
���
���B����������
�
���	����		
�
�����	�����
��
���
���

��� 4���������)�A+��7��8��9��:��;B�
������������
����
�
��
�����
������������	����<���	�
<�

� � 4���������
����������)�#��$���$�7%���	���
���)�#��$���$���%�����	��
��	��������������

���
�����5��������� �����������������
����
�
���	�������������
����	��
��	��-����
�
�������
���������Q

��� 5�����������������������������������������#��$����8%�����������
�����
���
����	���
��

�� 5����������
�
����
���
����# ��$%�
�����
���
����	���
�����������
��	�

�� �L�)�A+��7��8��6��L���7B��������L�
������
����5����������L�
�����
���
����	���
��

��� 5����������������������������

�������A��$����8������	�� B�
�����
�
���	�����	
������		
�
��
��	�����
��
���
���

��� /�����)�A�������������B��4���������
����$���	��������
��	��
��	���



��� (��	��������������������-
�������1�������
��

�������
$ � � � � � � � � � � �

���
� � � � � � � � � � � �

��� ��� �
� � � � � � � � � � � �

��� ��� �
� � � � � � � � � � � �

��� ��� �
� � � � � � � � � � � �

��� ��� �
� � � � � � � � � � � �

�������

#�% 5���������#���$���%�
������������
����
�
�
#�% 2����
�������		
�
���
	���
�����	���
���Q

#�% 2������������
������������������������������Q

��� 5�����������������������
�������������
������������
����
�
��
�����
�����	�����	
����
�		
�
�����	�����
��
���
���

��� -������������
�
���������������
���
����	���
���
����������������	
������		
�
�����	
����
��
���
��Q� �����������������������������������
��	�

#�% � � 8� ��)�A	�M�	�)�� 8 �'���
�����
����B

#�% 5�����������
���
���

#�% 5���������
�
���
���
����

��� 5���������# ��$���%�
���������
�
����#P��$���%���
���
���������
�
����#���$���%���
���
���������
�

���#&��$���%��2����

 �' 5������
���
���
P�' 5���������
������������
��' 5������������������
&�' 5������������!��������

���� =
�������!���������������������������
�
��

#�% �����"��������
����
�
 #�% �
�
��
�����������	
�
���
#�% -
�
�
����
�
 #�% ���
�
���
���
���������
���
����	���
��

� � 5�������������������������������
!������	���#�����%�
�������"��������
����
�
��
�����
��
��	�����������
!��		
�
�����	�����
��
���
���

��� 5���������������������
���
������	�����	
������		
�
�����	�����
��
���
���
�����������"
�
����
�
��
��������
����������

��� 4�������������
���������������	����������		
�
�����	�����
��
���
���
�����
��	�

��� /�����������
�
��L����������#���%�#���%�)�#���%�#���%��������������������	�������� �

���� =
�������!������������
�
���
��������
������������������+������������9�)�+�� ��
����

���
����	���
�Q

���� =
�������������������������������
��	�(��
������������
��
��9��5���������#��$��%9�)��9�$��9�

���� L�����������������
��	

#�%
�

�

�

�
�� ��� � � ��#�% #���%���7�)���#����7%

#�%
�

�

�

�

�� ��

��
� �

�
#�% �

�
�

�
�

�

�

�

��� ��
�����
�
��
�����
����������7���	���
�������������
��������������7��4��������������
��#7%�
��������
��������������7�



����������	�
��

��

����� ������	
����	�

��������	�
����
����
�
�

���������������
��
��������
������������
����
�
���
������
��

�	�����������	����
�����
���
��
����
�����������������������������������
�����	����������
�

���
��������
�������
�� �����
�������
���	���
���������
���!"����
���������
���
���
����
��

���������	�������
�������������	����
����
�
�

����������������#
���$
�

����
�������
�


�����
��
���
������������$
�	��%���	������
�����&���"	�"���������
������'���
���
�����
��
����

���$�����
��"��������

 ������
�����
� ����	�����������(�������� 
���
�� �����$������)�#��*�
����� 
���+,��� ��
�

�����
��
�����
���	������	�������
�
��-��������
�
���
��	
����&�
���
����$���"������*�
����

��
������
�
��-�������"�������
���
����
��	
�������
	������*�
����(�����������
��������
�'


-�����
�������
��
�����
���	������
""�
������)��"	������������
���

&�
�� ��
"���� 
�����	���� �����
����)���
�
���

��)
��	
���������
��#!"����
���������
�

 �����
�������
���	���
����
���.
�
�	��/���
��������

� ���� 
����

������
������
$���
��	�����
��	���������
�
���������
$���������
������&����������
$�����
����

�
���������
������
���
��	
�������������
�����
���
���"
�
��������"���
$����� ��
��	
���
������

��������
�"	���
��
����	������������	�"	���
��
��
��������
��
��
�����
����
����
�
�
���
��	
��

���
	������
�"	��
����	�"	���
��
������
���
����
�������������
�����
����
���
�����
��������
�
�

�
��	
������
	���������
�����
�
��-����
��������
��
�����
� ����
����������������
$��������


����� 
���	�	
��������������� ���� �������� � ��� �� 
���0� ���"���
$�����&����������

��
��� ���

�
���������
����
����
��	�����������

������ ���	��
���

 �/1&��
�������
$���
�"	�������������
��
��
��2�
�
����
�
�3�
���"���	�����	�"	����������

�� 4�
� 
� 4

5 
� 4

�

�

5

�

�
�
�



228 Fundamental Approach to Discrete Mathematics

The output state is always the opposite of the input state. The output is sometimes called
the complement of the input. A NOT gate is drawn as shown in the following figure.

10.1.2 An AND Gate
An AND gate receives inputs  x1 and x2, where x1 and x2 are bits, and produces output (x1 Ÿ x2),
where

(x1 Ÿ x2) = 
1 21 if = 1

0 otherwise
x x =




An AND gate may have more inputs also but the output is always one. An AND gate is
drawn as shown in the following figure.

(2 input AND gate) (3 input AND gate)

10.1.3 An OR Gate
An OR gate receives inputs  x1 and  x2, where x1 and x2 are bits, and produces output (x1 ⁄ x2),
where

(x1 ⁄ x2) = 1 21 if = 1 or 1
0 otherwise

x x =



An OR gate may have more inputs also but the output is always one. An OR gate is drawn as
shown in the following figure.

s

(2 input OR gate) (3 input OR gate)
The logic tables for the basic AND, OR and NOT gates are  given below.

x1 x2 (x1Ÿ x2) x1 x2 (x1⁄ x2) x x¢

1 1 1 1 1 1 1 0

1 0 0 1 0 1 0 1

1 0 0 0 1 1

0 0 0 0 0 0
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 10.2 MORE LOGIC GATES
There are some other types of gates which are useful and frequently used in computer science.
These are called NAND, NOR, XOR and XNOR gates. The block diagrams for these different
gates are given below.

10.2.1 NOR Gate
A  NOR gate receives inputs  x1 and  x2 where x1 and  x2 are bits, and produces output  (x1 ⁄ x2)¢,
where

(x1 ⁄ x2)¢ = 
=




1 21 if = 0
0 otherwise

x x

A NOR gate may have more inputs also, but the output is always one.  A NOR gate is drawn
as shown in the following figure.

(x x )
1 2

� �

(2 input NOR gate)

According to de Morgan’s first theorem, we have

(x1⁄ x2) ¢ =  x1¢ Ÿ x2 ¢ i.e., (x1 + x2)¢  =  x1¢ . x2¢

10.2.2 NAND Gate
A NAND gate receives inputs  x1  and x2, where x1 and x2 are bits, and produces output (x1 Ÿ x2)¢,
where

(x1 Ÿ x2)¢ = 1 21 if = 0 or 0
0 otherwise

x x =



A  NAND gate may have more inputs also, but the output is always one. A NAND gate is
drawn as shown in the following figure.

According to the de Morgan’s second theorem we have

(x1 Ÿ x2)¢ =  x1¢+ x2¢ i.e., (x1. x2)¢ =  x1¢ + x2¢

10.2.3 XOR Gate (Exclusive OR Gate)
A XOR gate receives inputs x1 and x2, where x1 and x2 are bits, and produces output (x1 ¯  x2)
or (x1 ≈ x2), where

(x1 ≈ x2) = 1 21 if = 1 or 1 but not both
0 otherwise

x x =


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From the definition, it is clear that, the Exclusive OR gate, i.e. XOR gate produces 1 that
have an odd number of 1’s. A XOR gate may have more inputs also, but the output is always
one. A XOR gate is drawn as shown in the following figure.

10.2.4 XNOR Gate (Exclusive NOR Gate)
A XNOR gate receives inputs x1 and x2, where x1 and x2 are bits, and produces output x1 XNOR
x2  where

x1 XNOR x2 = 1 21 if and are same bits
0 otherwise

x x



XNOR gate may have more inputs also, but the output is always one. In this case it recog-
nizes even-parity words. Even parity means a word has an even number of 1’s. For example
11100111 has even parity because it contains six 1’s. Odd parity means a word has an odd
number of 1’s. For example 1101 has odd parity because it contains three 1’s.

A XNOR gate is drawn as shown in the following figure.

x1

x2

x1  NOR x2X

The logic tables for the above NOR, NAND, XOR and XNOR gates are given below.

1

0

1

x1 x2 (x1 ∧ x2) ′

0

1

1

1

1

1

0

0 0

1

0

1

x1 x2 (x1 ∨ x2) ′

0

0

0

1

1

1

0

0 0
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1

0

1

x1 x2 (x1 ⊕ x2)

0

1

1

0

1

1

0

0 0

1

0

1

x1 x2 (x1 XNOR x2)

1

0

0

1

1

1

0

0 0

 10.3 COMBINATORIAL CIRCUIT
In digital computer electronics, there are only two possibilities, i.e., 0 and 1, for the smallest,
indivisible object. These 0 and 1 are known as binary digits (bit). A bit in one part of a circuit
is transmitted to another part of the circuit as a voltage. Thus two voltage levels are needed.
i.e., high voltage level and low voltage level. A high voltage level communicates 1 whereas a
low voltage level communicates 0.

A combinatorial circuit is a circuit which produces an unique output for every combination
of inputs. A combinatorial circuit has no memory, previous inputs and the state of the system
do not affect the output of a combinatorial circuit. These circuits can be constructed using
gates which we have already discussed.

Let us consider the circuit

x1 x2 x3 y

1 1 1 0

1 1 0 1

0 1 1 0

1 0 1 0

0 0 1 1

0 1 0 1

1 0 0 1

0 0 0 1

The logic table for the above circuit is given in the above table. From the table it is clear
that the output  y  is uniquely defined for each combination of inputs x1, x2  and  x3. Therefore,
the circuit is a combinatorial circuit.

If  x1 = 1 and x2 = 1, then the output of OR gate is 1. Now the input for AND gate is 1 and 0,
so the output of AND gate is 0. Since the input to the NOT gate is 0, the output  y = 1.
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Consider another circuit as

The above circuit is not a combinatorial circuit, as the output  y  is not defined uniquely for
every combination of inputs  x1, x2  and  x3.

 10.4 BOOLEAN EXPRESSION
Any expression built up from the variables x1, y1, z1, x2, y2, z2, … by applying the operations  Ÿ, ⁄
and ¢ a finite number of times. If  X1 and X2 are Boolean expressions, then (X1), X2¢, (X1 Ÿ X2)
and (X1 ⁄ X2) are also Boolean expressions. The output of a combinatorial circuit is also a
Boolean expression.

Let us consider the combinatorial circuit as

The Boolean expression to the above circuit is given as ((x1 Ÿ x2) ⁄ (x3 Ÿ x4)) ¢.

10.4.1 Theorem
If  Ÿ, ⁄ and ¢ are connectives defined earlier, then the following properties hold.

(i) Associative Laws: For all  a, b, c Œ {0, 1}
(a Ÿ b) Ÿ c =  a Ÿ (b Ÿ c)  and
(a ⁄ b) ⁄ c =  a ⁄ (b ⁄ c)

(ii) Identity Laws: For all  a Œ {0, 1}
(a Ÿ1) = a and (a ⁄ 0) = a

(iii) Commutative Laws: For all  a, b Œ {0, 1}
 (a Ÿ b) = (b Ÿ a) and
(a ⁄ b) = (b ⁄ a)

(iv) Complement Laws: For all  a Œ {0, 1}
(a Ÿ a¢) = 0 and

 (a ⁄ a¢) = 1
(v) Distributive Laws: For all  a, b, c Œ {0, 1}

a ⁄ (b Ÿ c) = (a ⁄ b) Ÿ (a ⁄ c) and
a Ÿ (b ⁄ c) = (a Ÿ b) ⁄ (a Ÿ c)
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Proof: Proofs of  (i), (ii), (iii) and (iv) are immediate consequences of the definitions. We prove
only the first distributive law. Here we simply evaluate both sides of law for all possible values
of  a, b, c Œ {0, 1} and verify that in each case we obtain the same result.

We must show that a ⁄ (b Ÿ c) = (a ⁄ b) Ÿ (a ⁄ c)

a b c (b Ÿ c) a ⁄ (b Ÿ c) (a ⁄ b) (a ⁄ c) (a ⁄ b) Ÿ (a ⁄ c)

1 1 1 1 1 1 1 1

0 0 1 0 0 0 1 0

0 1 0 0 0 1 0 0

1 0 0 0 1 1 1 1

1 1 0 0 1 1 1 1

1 0 1 0 1 1 1 1

0 1 1 1 1 1 1 1

0 0 0 0 0 0 0 0

Therefore, a ⁄ (b Ÿ c) = (a ⁄ b) Ÿ (a ⁄ c)

10.4.2 de Morgan's Laws
If  x1, x2 are bits, i.e., x1, x2 Œ{0, 1}, then

(i)  (x1 Ÿ x2) ¢ = x1¢ ⁄ x2¢
(ii) (x1 ⁄ x2) ¢ = x1¢ Ÿ x2¢

Proof: We prove only the first de Morgan’s Law.

i.e., (x1 Ÿ x2) ¢ = x1¢ ⁄ x2¢
Construct the logical table.

x1 x2 (x1 Ÿ x2)¢ x1¢ x2¢ x1¢ ⁄ x2¢

1 1 0 0 0 0

1 0 1 0 1 1

0 1 1 1 0 1

0 0 1 1 1 1

Therefore, (x1 Ÿ x2) ¢ = x1¢ ⁄ x2¢.

 10.5 EQUIVALENT COMBINATORIAL CIRCUITS
Two combinatorial circuits, each having inputs  x1, x2, …. , xn are said to be equivalent if they
produce the same outputs for same inputs i.e., the output for both the circuits remains same
if the circuits receive same inputs.

Consider the following combinatorial circuits.
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Proof: Suppose that  T is a theorem in Boolean algebra. Then there is a proof  P of  T
involving definitions of a Boolean algebra. Let  P1 be the sequence of statements obtained by
replacing  0 by 1, 1 by 0, Ÿ by ⁄ and ⁄ by Ÿ. Then  P1 is a proof of the dual of  T.

 10.8 BOOLEAN FUNCTION
Let  B = (S, ⁄ , Ÿ, ¢, 0, 1) be a Boolean algebra and let X (x1, x2, x3, …., xn) be a Boolean
expression in  ‘n’ variables. A function  f : B n Æ B is called a Boolean function if  f  is of the form

f (x1, x2, x3, …., xn) = X (x1, x2, x3, …., xn)
Let us consider the example of a Boolean function f : B3 Æ B;  B = {0, 1} defined by

f (x1, x2, x3) = x1 Ÿ (x2 ⁄ x3)
The inputs and outputs are given in the following table.

x1 x2 x3 f (x1, x2, x3)

1 1 1 1

1 1 0 1

1 0 1 0

0 1 1 0

1 0 0 1

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 0

10.8.1 Representations of Boolean Functions
We have seen that Boolean functions are nothing but the evaluation functions of Boolean
expressions. It is also to be noted that two Boolean expressions give rise to the same evalua-
tion function if and only if they are equivalent. Therefore, we identify a Boolean function with
any of the equivalent Boolean expressions, whose evaluation function gives it.

This gives rise to the representation of a Boolean function. There are several ways for
representing Boolean functions. These are

(a) Tabular Representation
(b) n  Space Representation
(c) Cube Representation
Here we will discuss only tabular representation.
Tabular Representation: We know that, a Boolean function is completely determined by

its evaluation over any Boolean algebra. In tabular representation, the procedure is very
clear. We consider a row R of the table where the output is 1. We then form the combination
(x1 Ÿ x2 Ÿ x3 Ÿ  …. Ÿ xn) and place a bar over each  xi whose value is 0 in row R. The combination
formed is 1 if and only if  xi have the values given in row R. We thus OR the terms to obtain the
Boolean expression.

To clear the procedure let us consider the Boolean function given by the following table.
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x1 x2 x3 f (x1, x2, x3)

1 1 1 1 ¨ Row 1

1 1 0 0

1 0 1 1 ¨ Row 3

0 1 1 0

1 0 0 0

0 1 0 1 ¨ Row 6

0 0 1 0

0 0 0 0

From the table it is clear that, the output is 1 for the rows 1, 3 and 6. Consider the first row
of the table and the combination is (x1 Ÿ x2 Ÿ x 3) as x1  = x2 = x3 = 1. Similarly for third row of

the table we may construct the combination ( )x x x1 2 3˜ ˜  as x1 =1, x2 = 0, x3 = 1. Thus for sixth

row the combination is ( )x x x1 2 3˜ ˜ .
Therefore, the Boolean function f (x1, x2, x3) is given as

f (x1, x2, x3) = (x1 Ÿ x2 Ÿ x3) ⁄  ( )x x x1 2 3˜ ˜  ⁄ ( )x x x1 2 3˜ ˜ .

 10.9 VARIOUS NORMAL FORMS
In this section we will discuss about two normal forms i.e., disjunctive normal form and
conjunctive normal form.

10.9.1 Disjunctive Normal Form
A Boolean function f :Bn Æ B which consists of a sum of elementary products is called the
disjunctive normal form of the given function f.

Let f :Bn Æ B  is a  Boolean function. If  f  is not identically zero, let A1, A2, A3, …. , A k denote

the elements Ai of B2
n  , for which f (Ai) = 1,

where, A i = (a1,a2,..., an ).
For each Ai  set mi = (y1 Ÿ  y2 Ÿ y3 Ÿ ….Ÿ  yn)

where, yi = 
x a
x a

i i

i i

if
if

Z

¿ Z

RST
1
0

Then, f (x1, x2, x3, … , xn) = m1 ⁄ m2 ⁄ m3 ⁄ …. ⁄ mk . This representation of a Boolean
function is called the disjunctive normal form.

Let us consider the Boolean function (x1 ≈ x2). The truth table for this function is given
below.

x1 x2 (x1 ≈ x2)

1 1 0

 1 0 1

0 1 1

0 0 0
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Example 7 Find the value of the Boolean expression given below for x = 1, y = 1 and z = 0.

(x (y (x y))) ((x y) ( x z ))˜ ¯ ˜ ¯ ˜ ¯ ˜

Solution:  Given that the value of the inputs are x = 1, y = 1 and z = 0. Now, the value of
(x Ÿ y ) is 0.

The value of (y ⁄ (x  Ÿ y )) is 1

The value of (x Ÿ (y ⁄ (x Ÿ y ))) is 1

Similarly, the value of the ( )x z˜  is 0

The value of ((x  Ÿ y ) ⁄( )x z˜ ) is 0

So, the value of the Boolean expression

 (x Ÿ (y ⁄ (x Ÿ y ))) ⁄ ((x  Ÿ y ) ⁄( )x z˜ ) is 1.
Example 8 Construct an AND gate using inverters and three NOR gates.
Solution: Output to an  AND gate is (x Ÿ y) or xy, if the inputs are x and y. The output to a

NOR gate is ( )x y¯ , if the inputs are x and y. The gating network is given below.
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Consider the following Hasse diagram.

Figure 1 Figure 2

The above Hasse diagrams are posets, but figure 1 which is open above as well as open below
is not a lattice whereas figure 2 is a lattice.

 11.3 PRINCIPLE OF DUALITY

Given a valid statement for a lattice we can obtain another valid statement by replacing the
relation £ with ≥, join with meet and meet with join operation. This is known as the princi-
ples of duality in lattices.

11.3.1 Theorem

Let B be a lattice with a, b, c Œ B, then following properties holds.
1. Idempotent Properties

(a) (a ⁄ a) = a
(b)  (a Ÿ a) = a

2. Commutative Properties
(a) (a ⁄ b) = (b ⁄ a)

(b) (a Ÿ b) = (b Ÿ a)
3. Associative Properties

(a) a ⁄ (b ⁄ c) = (a ⁄ b) ⁄ c
(b) a Ÿ (b Ÿ c) = (a Ÿ b) Ÿ c

4. Absorption Properties
(a) a ⁄ (a Ÿ b) = a
(b) a Ÿ (a ⁄ b) = a

Proof:
1. Idempotent Properties

(a) We know that (a ⁄ b) = L.U.B. ({a , b})
This implies that a £ (a ⁄ a) …(i)
Again, a £ a
This implies (a ⁄ a) £ a …(ii)
Combining (i) and (ii) we will get

(a ⁄ a) = a
(b) Applying the principle of duality, we have,

(a Ÿ a) = a
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Graph Theory

 12.0 INTRODUCTION

Graph theory has applications in many areas like Mathematics, Computer Science,
Engineering, Communication Science etc. Oystein Ore, the prominent graph theorist and
author of the first graph theory book said in that “the theory of graphs is one of the few fields
of mathematics with a definite birth date”. Graph theory is considered to have begun in 1736
with the publication of Euler’s solution of the Konigsberg Bridge problem. In 1936, Denes
Konig wrote the first book on graph theory. The major developments of graph theory
occurred by the ever growing importance of Computer Science and its connection with graph
theory.

Now the question arises “what is a graph”? Consider the example. Suppose there are four
sales persons Brown, Abraham, Peterson, Clark and five territories T1, T2, T3, T4, T5. Brown
is interested to work in the territories T1, T2, T3. Abraham is interested to work in the
territories T2, T3. Peterson is interested to work in the territories T1, T4, T5 whereas Clark is
interested for the territories T3, T4, T5. This is explained in the following figure. This is
nothing but a graph, a concept which we are about to study extensively.

B A P C

T1 T2 T3 T4 T5

In this chapter, we will study the basic components of graph theory.

B : Brown
A : Abraham
P : Peterson
C. Clark

12
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278 Fundamental Approach to Discrete Mathematics

aij = 
1
0
; .
;

I f vertex belongs to edges
Otherwise

i jRST
Consider the graph G as

e
7

Hence, the incidence matrix of the graph G is of order (5 ¥ 7). The incidence matrix rela-
tive to the ordering v1, v2, v3, v4, v5 and e1, e2, e3, e4, e5, e6, e7 is given below:

I = 

1 0 0 0 1 0 1
1 1 0 0 0 1 0
0 1 1 0 0 0 0
0 0 1 1 1 1 0
0 0 0 1 0 0 1

L

N

MMMMMM

O

Q

PPPPPP

12.12.3 Path Matrix

Suppose that G be simple graph with n-vertices. Then the (n ¥ n) matrix P = [pij ](n ¥ n) defined
by

pij = 
1; if there is a path from to
0; Otherwise

i jv v



is known as the path matrix or reachability matrix of the graph G.
Consider the graph G as

v
5

Therefore, the path matrix of the above graph relative to the ordering v1, v2, v3 , v4 , v5 is
given as

P = 

0 1 0 1 1
1 0 0 1 1
0 0 0 0 0
1 1 0 0 1
1 1 0 1 0

L

N

MMMMMM

O

Q

PPPPPP

v4
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13.8.1 Breadth First Search

Breadth first search is one of the simplest algorithms for searching a graph. Given a graph
G(V, E) and a distinguished source vertex s, breadth first search systematically explores the
edges of G to discover every vertex that is reachable from s. It computes the distance ( fewest
number of edges) from s to all such reachable vertices. Breadth first search is so named
because it expands the frontier between discovered and undiscovered vertices uniformly
across the breadth of the frontier. It constructs a breadth first tree, initially containing only
its root, that is the source vertex s.

Suppose that vi, vj, be two specified vertices of G. We will now describe a method of finding
a path from vi to vj which uses the least number of edges. Such a path is known as shortest
path, if it exists. The method assigns labels 0, 1, 2, … to the vertices of G and is called the
Breadth First Search (BFS) technique. The BFS algorithm consists of the following steps:

1. Label the vertex vi with 0. Set i = 0
2. Find all unlabelled vertices in G, which are adjacent to vertices, labeled i. If there are

no such vertices, then vi is not connected to vj else label them by (i + 1).
3. If vj is labeled go to step 4, else replace i by (i + 1) and go to step 2.
4. The length of shortest path from vi to vj is (i + 1) then stop.
Consider the following graph G. Now we have to find out the shortest path from the source

vertex a to the vertex z. On using the BFS technique, we get the following stages.

(Label (a) = 0 and set i = 0)

In the above figure the adjacent vertices of a are b and d. Therefore we get label (b) = i + 1
= 0 + 1 = 1 and label (d) = i + 1 = 0 + 1 = 1. Similarly, adjacent vertices of b are c and e.
Therefore, label (c) = i + 1 = 1 + 1 = 2 and label (e) = i + 1 = 1 + 1 = 2.
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This is known as an Euler Tour.

e
7

 13.12 HAMILTONIAN PATH

A path of a graph G(V, E) which contains every vertex of G exactly once is known as
Hamiltonian path. Consider the following graphs:

G :
2

The graph G1 has no Hamiltonian path where as G2 has a Hamiltonian path, i.e.,
v1 e1 v2 e3 v3 e4 v4 .

13.12.1 Hamiltonian Graph

A cycle in a graph G, which contains every vertex of G only once, is known as a Hamiltonian
cycle. It is to be noted that no vertex of a cycle is repeated apart from the final vertex, which
is same as the starting vertex. A graph G is said to be Hamiltonian if it has a Hamiltonian
cycle. Consider the graph G as

The Hamiltonian cycle is v1 e1 v2 e2 v3 e4 v4 e5 v1. Therefore, the graph G is a Hamiltonian
graph.

 13.13 CLOSURE OF A GRAPH

Let G be a simple graph. If there are two non-adjacent vertices u1 and v1 in G such that
d(u1) + d(v1) ≥ n (number of vertices in G) then join u1 and v1 by an edge to get the super graph
G1 of G. Continue this process recursively joining pairs of non-adjacent vertices whose degree
sum is at least n until no such pair remains. The final super graph thus obtained is called the
closure of G denoted by C(G).
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Example 5 For the travelling salesman problem given in example 4, carry out the two opti-
mal algorithm.
Solution:  For the complete weighted graph G given above, the number of vertices (n) = 5.
According to the two optimal algorithm we have the following steps:

1.    Let C = v1, v2, v3, v4, v5, v1 be a Hamiltonian cycle.
       Therefore, we get

w = w(v1v2) + w(v2v3) + w(v3v4) + w(v4v5) + w(v5v1)

= 10 + 40 + 30 + 55 + 25 = 160
2. Set i = 1
3. Set j = i + 2 = 3
4.     Set Cij = C13 = v1 v3 v2 v4 v5 v1

w13 = w – w(v1v2) – w(v3v4) + w(v1v3) + w(v2v4)
= 160 – 10 – 30 + 15 + 45 = 180

5.     As w13 Y/  w; Go to step 6.
6. Set j = (j + 1) = 4 and 4 £ n = 5. Go to step 4.
4. Set Cij = C14 = v1 v4 v3 v2 v5 v1

w14 = w – w(v1v2) – w(v4v5) + w(v1v4) + w(v2v5) = 165

5.     As w14 = 165 Y/  160 = w; Go to step 6.
6. Set j = (j + 1) = 5 and 5 £ n = 5. Go to step 4.
4. Set Cij = C15 = v1 v5 v4 v3 v2 v1

w15 = w – w(v1v2) – w(v5v1) + w(v1v5) + w(v2v1) = 160

5.    As w15 = 160 Y/  160 = w; Go to step 6

6. Set j = (j + 1) = 6 and 6 Y/  n = 5. Go to step 7 with i = (i + 1) = 2.
7.    As i = 2 £ (n – 2) = 3, Go to step 3.
3. Set j = (i + 2) = 2 + 2 = 4
4.     Set Cij = C24 = v1 v2 v4 v3 v5 v1

W24 = w – w(v2 v3) – w(v4 v5) + w(v2 v4) + w(v3 v5) = 145
5.     As w24 = 145 < 160 = w; go to step 1
       1. C = C24 = v1 v2 v4 v3 v5 v1 with w = w24 = 145.
       After re-labeling the vertices we have

C = C24 = v1 v2 v3 v4 v5 v1.
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2. Set i = 1
3. Set j = (i + 2) = 3
4. Set Cij = C13 = v1 v3 v2 v4 v5 v1

w13 = w – w(v1 v2) – w(v3 v4) + w(v1 v3) + w(v2 v4) = 165

5. As w13 = 165 Y/  145 = w; go to step 6
6. Set j = (j + 1) = 4 and 4 £ n = 5. Go to step 4
4. Set Cij = C14 = v1 v4 v3 v2 v5 v1

w14 = w – w(v1 v2) – w(v4 v5) + w(v1 v4) + w(v2 v5) = 165

5. As w14 = 165 Y/  145 = w; go to step 6
6. Set j = (j + 1) = 5 and 5 £ n = 5. Go to step 4
4. Set Cij = C15 = v1 v5 v4 v3 v2 v1

w15 = w – w(v1 v2) – w(v5 v1) + w(v1 v5) + w(v2 v1) = 145

5. As w15 = 145 Y/  145 = w; go to step 6

6. Set j = (j + 1) = 6 Y/  n = 5 with i = (i + 1) = 2.
7. As i = 2 £ (n – 2) = 3, Go to step 3
3. Set j = (i + 2) = 2 + 2 = 4
4. Set Cij = C24 = v1 v2 v4 v3 v5 v1

w24 = w – w(v2 v3) – w(v4 v5) + w(v2 v4) + w(v3 v5) = 160

5. As w24 = 160 Y/  145 = w; go to step 6
6. Set j = (j + 1) = 5 £ 5 = n, go to step 4
4. Set Cij = C25 = v1 v2 v5 v4 v3 v1

w25 = w – w(v2 v3) – w(v5 v1) + w(v2 v5) + w(v3 v1) = 145

5. As w25 = 145 Y/  145 = w; go to step 6

6. Set j = (j + 1) = 6 Y/  n = 5 with i = (i + 1) = 3. go to step 7
7. As i = 3 £ (n – 2) = 3, go to step 3
3. Set j = (i + 2) = 5
4. Set Cij = C35 = v1 v2 v3 v5 v4 v1

w35 = w – w(v3 v4) – w(v5 v1) + w(v3 v5) + w(v4 v1) = 160

5. As w35 = 160 Y/  145 = w; go to step 6

6. Set j = (j + 1) = 6 Y/  n = 5 with i = (i + 1) = 4, go to step 7

7. As i = 4 Y/  (n – 2) = 3, therefore the process terminates. Hence, the minimum
Hamiltonian path is given as v1 v2 v3 v4 v5 v1. The path for travelling salesman is given
below.
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h

8. For the graphs given on No. 7, find the breadth first search tree.
9. Solve the travelling salesman problem for the complete weighted graph G given below

by using
(a) Closest insertion algorithm and
(b) Two optimal algorithm.

10. Let G be the weighted graph shown below. Use Dijkstra’s algorithm to compute the
shortest distance between u and v.

11. Determine which of the graphs given below are Euler graph by using the following
algorithms.
(a) Fleury’s algorithm and (b) Hierholzer's algorithm
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Sun rises in
the East
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